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CHAPITRE N°7

INEGALITES

C7.1. OBJECTIF  Majorer, minorer et encadrer des quantités réelles, a I'aide de techniques élémentaires
(sans recours au calcul différentiel).

§ 1 COMPATIBILITE DE LA RELATION D’ORDRE SUR R AVEC LES OPERATIONS

.
C7.2. PROPOSITION (PROPRIETES FONDAMENTALES DE LA RELATION D’ORDRE < SUR R)

1. Compatibilité de < avec + Vx,y,a)eR? x<y < x+a<y+a
2. Compatibilité de < avec + Y (x,y,a) € R3 X<y <= x+a<y+a
(x<yetm>0) = mx<my
3. Compatibilité de < avec x Y (x,y,m) eR3
(x<yetm<0) = mx>my
(x<yetm>0) < mx<my
4. Compatibilité de < avec x Y (x,y,m) e R3
(x<yetm<0) = mx>my

C7.3. SIGNED’UN PRODUIT  Soit A et B deux nombres réels.
1. SiA>0et B >0alors AB > 0.
2. SiA<0etB>0alors AB <0.
3. SiA>0etB<0alors AB<0.
4. SiA<0etB<0alors AB > 0.

En particulier, A> > 0 en raisonnant par disjonction de cas suivant le signe de A et en spécialisant B — A
dans 1 et 4.

C7.4. OPERATIONS MEMBRE-A-MEMBRE SUR DES INEGALITES

(a<betc<d) = a+c<b+d
1. Addition membre-a-membre Y (a,b,c,d) eR*
(a<betc<d) = a+c<b+d
0<a<sbetd<c<d) = ac< bd
2. Multiplication membre-a-membre Y (a,b,c, d) R
(0O<a<bet0<c<d) = ac<bd
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§ 2 SENS DE VARIATIONS DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES

( A
C7.5. DEFINITION (MONOTONIE ET STRICTE MONOTONIE D’UNE FONCTION) Soit A une partie de R et
f: A—— Rune fonction.

1. Lafonction f est croissante sur A si

V(x,eA? x<y= fOLfQY)

2. Lafonction f est décroissante sur A si

Vir,peA* x<y= fx)=fQy)

3. Lafonction f est strictement croissante sur A si Y (x,y) € A? x<y= fx)<f

4. Lafonction f est strictement décroissante sur A si Y (x,y) € A? x<y = fx)>fy)
\ J
C7.5.001. STRICTE MONOTONIE ET EQUIVALENCE  Soit A une partiede R et f: A—— R une fonction.

1. Si f est strictement croissante alors :

Vi, peA? x<y=fx)<fQ).

2. Si f est strictement décroissante alors :

Vi, peA? x<y=fx)>rfy).

Ces équivalences, sous condition de stricte monotonie, sont un outil précieux dans la résolution d’inéqua-
tions.

C7.6. SENS DE VARIATION D’UNE FONCTION AFFINE
Soit (a, b) € R. La fonction affine :

est:

R — R
X — ax+b

f

e strictement croissante sur R si a > 0;
o strictement décroissante sur R si a < 0.

€r (a>0)

C7.7. SENS DE VARIATION DE LA FONCTION CARREE

La fonction carrée :

est:

R — R
f 2

X — X

e strictement croissante sur [0, +oo[;
¢ strictement décroissante sur ] — oo, 0].

6 + cgf
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C7.8. EXERCICE Donner un encadrement optimal de la quantité 5x — 1 — 6x? pour un réel x € [-10, 10].
C7.9. EXERCICE Donner un encadrement optimal de la quantité x(1 — x) pour un réel x € [0, 1].
C7.10. EXERCICE Résoudre I'inéquation (x+1)(x—1) > (x +1)2.

C7.11. SENS DE VARIATION DE LA FONCTION INVERSE
La fonction inverse :

R* R ’
N 51
fl, 1 Ml
X 34
est: 21 @
« strictement décroissante sur |0, +oo[; ) 1 L7 d
« strictement décroissante sur ] — oo, 0. ‘ ‘ 0 ‘ ‘ X
1-1 1 2
-2
+-3
+—4
1-5

C7.12. EXERCICE La fonction inverse définie en C7.17 est-elle décroissante sur R* 2

1
C7.13. EXERCICE Déterminer le signe de la fonction f: x— — —x—-2.
X

1
C7.13.001. EXERCICE Donner un encadrement optimal de la quantité 2 — — ot x € [1, +oo0].
X

mx+2
C7.14. EXERCICE Soit m € R. Résoudre I'inéquation 5 <1
X—m

p
C7.15. PROPOSITION (ENCADREMENT D’UN QUOTIENT DE NOMBRES POSITIFS)

a A a
V(ay, az b1, by, AB)ERS  (0<a; <A< ayet0<b; <B<by) = b—1<E<—2
2

2x
C7.16. EXERCICE Donner un encadrement optimal de la quantité 5

pour un réel x € [1,10].
+5x

C7.17. SENS DE VARIATION DE LA FONCTION RACINE CARREE
La fonction racine carrée :

y
f 0,400 — R
x [ — \/} 3 T
est strictement croissante sur [0, +00]. 21
1 £
1 1 1 1 1 X
0 1 2 3 4 5 6
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C7.18.
C7.19.

C7.20.

est strictement croissante sur R.

C7.21

C7.22

Lycée Henri Poincaré

. EXERCICE  Soit n € N*. Déterminer le signe de x" + x> — 2 lorsque x € R,

. ExerciCE Déterminer le signe de la fonction f: x — x% — x* — x3 + x.

Mathématique

EXERCICE Résoudre l'inéquation x -1 < vx +2.
EXERCICE  Résoudre I'inéquation V12— x— x? >5x—1.

EXERCICE Démontrer que la fonction cube :

R — R
f 3

X — X

6 4

§ 3 INTERVALLES DE R

David Blottiere

C7.23. DEFINITION (INTERVALLE) Une partie A de R est un intervalle si :

V(x,)el? VaeR x<a<y = acl.

C7.24. EXEMPLE (DIX FORMES D’INTERVALLES)
des réels tels que a < b alors, d’apres la transitivité de la relation d’ordre < sur R :

V(x,y,2) €R3 (x<yety<z) = x<z

les 8 parties suivantes de R sont également des intervalles.

(1) [a,bl:={xeR:a<x<b}

(2) la,bl:={xeR:a<x<b}

3)

[a,b={xeR:a<x<b}

4) Ja,bl:={xeR:a<x<b}

(5)

(6)

(7) ]—o0,al:={xeR:

8)

[a,+oo[i={xeER :

la,+ooi={xeR :

]—o0,al:={xeR :

x> a}

x> a}

x< a}

x<a}

Les parties @ et R sont des intervalles de R. Si a et b sont

C | | 1 R
C T T |
a 0 1 b
| | | = R
_| T T |
a 0 1 b
E | | r R
C T T L
a 0 1 b
- | | r R
_| T T L
a 0 1 b
C | | R
C T l
a 0 1
| | | IR
. T l
a 0 1
-1 | | R
1 \ \
a 0 1
r | | R
L \ \
a 0 1
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Dans le chapitre « Nombres réels », nous introduirons les concepts de borne inférieure et de borne supé-
rieure grace auxquels nous pourrons démontrer que tout intervalle de R est de I'une des dix formes listées
ci-dessous.

C7.24.001. EXERCICE Justifier que R* n’est pas un intervalle de R.

C7.25. EXERCICE (INTERSECTION D’INTERVALLES)  Soit (/) je; une famille d’intervalles de R indexée par
un ensemble J. Démontrer que l'intersection [ I j estun intervalle de R.

jeJ
C7.26. EXERCICE (REUNION D’INTERVALLES)
1. Laréunion de deux intervalles I; et I> de R est-elle un intervalle de R?
2. Soient I; et I, deux intervalles de R tels que I} N I # @. Démontrer que I; U I, est un intervalle.

3. Soient I; et I, deux intervalles de R tels que I; U I, est un intervalle. Lintersection I N I» est-elle néces-
sairement non vide?

§ 4 VALEUR ABSOLUE

C7.27. DEFINITION (VALEUR ABSOLUE D’UN REEL)

VxeR |x| := max{—x, x}

C7.28. EXERCICE Soit x € R. Justifier vV x? = |x|.

C7.29. EXERCICE Décrire la fonction :

R* —

| = =

sgn

X —_—

B

al’aide d'une phrase et la représenter graphiquement.

C7.30. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA VALEUR ABSOLUE

1. Valeur absolue d’'un réel Pour tout x € R, |x| est la distance entre les points 0 et x de la droite réelle.

| x2|

| | | | R
| \ \ |

X1 0 1 X2
x|

2. Valeur absolue d’une différence Pour tout (x, y) € R?, |x - y| est la distance entre les points x et y de la
droite réelle.

|x =]
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'C7.31. PROPRIETE (VALEUR ABSOLUE ET INEGALITES) )
1. Majoration de la valeur absolue d’'un réel Pour tout (x,a) e Rx Ry :
xeR: |x|<a}
x| <a <= -a<x<«a E } | ] X
- 0 1 a
2. Majoration de la valeur absolue d'une différence Pour tout (a,b) e R xR, :
{xeR:|x—a|l<b}
C | | | | R
lx—a|l<b < a-b<x<a+b = | | | -
= ST a—b a 0 1 a+b
b b
(C7.32. EXERCICE Déterminer I'ensemble des réels x tels que [3x — 7| < 5.
7C7.33. PROPRIETES (DE LA VALEUR ABSOLUE D’UN REEL) |
. x si x=0
1. Autre expression VxeR { .
—-x si x<0
2. Multiplicativité V) eR* |xxy|=IxIx|y|
3. Inégalité triangulaire Y,y eR lxl-|y|| < |x+y| < Ixl+]y]
C7.34. SENS DE VARIATION DE LA FONCTION VALEUR ABSOLUE
. y
La fonction valeur absolue :
34
] R — R
x — |x|. 21
est: 1
« strictement décroissante sur ] — oo, 0[; 1
e strictement croissante sur ]0, +ool. 1 1 1 1 1 .
-3 -2 -1 0 1 2 3

C7.35. EXERCICE Soit x € R tel que, pour tout € € R+, |x| < €. Que dire de x?

3+ 2cos(5x)

C7.36. EXERCICE Encadrer la quantité ——————
7 —3sin(6x)

lorsque x € R.

C7.37. EXERCICE Résoudre l'inéquation |2x — 4| < |x + 2| d'inconnue x € R.

C7.38. EXERCICE Résoudrel’équation |7x+5| =|3x+ 1| d'inconnue x € R.
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C7.39. EXERCICE Résoudrel'inéquation |x—1|+|x +2| < 3 d'inconnue x € R.

C7.40. EXERCICE Résoudre l'inéquation

1
- —5‘ < 1d’inconnue x € R*.
X

C7.41. EXERCICE Démontrer que, pour tout (x,y) € R?, [x—1| < x> —x+1.
C7.42. EXERCICE Résoudrel'équation |x + 12| = |x* — 8| d'inconnue x € R.

C7.43. EXERCICE Tracer la courbe représentative de la fonction :

R — R
x — |1-2x|—-|x-3|+]|x|.

f

David Blottiere

(C7.44. EXERCICE Démontrer que, pour tout n € N, pour tout x € R, [sin(nx)| < n |sin(x)].

C7.45. EXERCICE
1. Comparer, pour tout x € [-1,1], |x| et x2.

n_

I

n
2. Démontrer que, pour tout n € N*, Z |cos(k)| = >
k=1

§ 5 PROPRIETE D’ARCHIMEDE

C7.46. PROPRIETE (D’ARCHIMEDE)

VaeR IN,eN a<N,

C7.47. EXERCICE Démontrer:

1
VeeR,y AN, eN VneN n=2N, = ——0‘<8.

n

§ 6 PARTIES DE R MAJOREES, MINOREES, BORNEES

(C7.48. DERINITION  Soit A une partie de R.

1. La partie A est minorée si:

dmeR VaeA m

N
Q

Un tel réel m, s'il existe, est appelé un minorant de A.

2. La partie A est majorée si :

IMeR VaceA a<M.

Un tel réel M, s'il existe, est appelé un majorant de A.

3. Lapartie A est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée.
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C7.49. PROPOSITION (CARACTERISATION DES PARTIES BORNEES)  Une partie A de R est bornée si et
seulement si :

JdaeR, VaeA |a<a.

C7.50. EXERCICE Lapartie A:= {1 —2X:XE€ |R2+} est-elle minorée, majorée, bornée?

C7.51. EXERCICE Lapartie B:= {cos(x) +sin(x) : x € R} est-elle minorée, majorée, bornée?
C7.52. EXERCICE Lapartie C:= {x2 +2x: x€[-3 +oo[} est-elle minorée, majorée, bornée?
C7.53. EXERCICE Soit I un intervalle de R qui n’est ni minoré, ni majoré. Démontrer que I = R.

C7.54. EXERCICE Soit m € R. Déterminer si A, := {x2 +y +mxy: (x,)) € IRZ} est minorée, majorée, bor-
née.

C7.55. EXERCICE Soient A et B deux parties bornées de R. Démontrer que :
A+B:={a+b: (a,b)e Ax B}
est bornée.
C7.56. EXERCICE Soit A une partie minorée de R. Démontrer que :
—A:={—-a:aeA}

est majorée.

(C7.57. DEFINITION  Soit A une partie de R.

1. Unréel m est appelé minimum de A si m est un minorant de A qui appartient a A.

meA
et
YVaceA m<a.

Si A posséde un minimum alors il est unique et on le note min(A).

2. Unréel M est appelé maximum de A si M est un majorant de A qui appartient a A.

meA
et
YaeA a< M.

Si A posseéde un maximum alors il est unique et on le note max(A).

C7.58. EXERCICE Soit A:=]-2,3].
1. Justifier que A posséde un maximum et le déterminer.

2. Justifier que A est minorée mais ne possede pas de minimum.
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C7.59. EXERCICE Démontrer que A:={x*+2x : x € [-1,2]} posséde un minimum et un maximum. On
précisera les valeurs de min(A) et max(A).

n
C7.60. EXERCICE Soit A:= {— : nel\l*}.
n

1. Justifier que A possede un minimum et le déterminer.

2. Justifier que A est majorée mais ne possede pas de maximum.

n
C7.61. EXERCICE Soit A:= {m : (n,m) e N* xl\l*}.

1. Démontrer que A est bornée.

2. Démontrer que la partie A possede un minimum mais pas de maximum.

C7.62. EXERCICE Soient A et B deux parties de R telles que A c B.
1. On suppose que B est majorée. Justifier que A est également majorée.
2. On suppose que A et B possedent un maximum. Comparer max(A) et max(B).

C7.63. EXERCICE  Soit A une partie de R qui possede un minimum et un maximum. Démontrer que la
partie :

A:i={la1—azl : (a1, a) € A%}
possede un un minimum et un maximum. On précisera les valeurs de min(A) et max(A) en fonction de min(A)
et max(A).

§ 7 PROPRIETE DU BON ORDRE DANS (N, <)

(C7.64. THEOREME (PRINCIPE DU BON ORDRE)  Toute partie non vide de N possede un minimum. On
dit encore que I'ensemble ordonné (N, <) est bien fondé.

[C? .65. THEOREME Toute partie non vide et majorée de N possede un maximum. ]

C7.66. EXERCICE Soit¢: N
1. Démontrer que, pour tout n € N, ¢(n) > n.

N une application strictement croissante telle que ¢(0) = 0.

2. Démontrer :
VxeR, 3Aln,eN pny <x<@ng+1).

C7.67. EXERCICE En appliquant le résultat de ’exercice C7.66 a une application ¢: N —— N strictement
croissante telle que ¢(0) = 0 « bien choisie », démontrer que '’application :

N2 — N 20 <. 26 °~_.33°~_ 41 °~_ 50 °~__60

f a+b b b+1
@h) — b+ Y k=ps rD@rb+D
k=0 2
est bijective.

Ci-contre, on place la valeur de l'image f(a,b) du
couple (a, b) € [0,5]% a coté du point de coordonnées
(a,b).
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§ 8 PARTIE ENTIERE D’UN REEL

.
C7.68. PROPRIETE-DEFINITION (PARTIE ENTIERE)  Soit x € R. Il existe un unique n, tel que :

nye”z
et
Ney<XxX<nye+1.

Cet unique réel n, est appelé partie entiere de x et est noté | x].

\ J

23 L |
C7.69. EXERCICE Calculer la partie entiéere des réels 2022, L —-1,45et Z 2_k ouneN.
k=1

C7.70. REMARQUE Sine€Z,alors [n] = n.

C7.71. REMARQUE PourtoutxeR:

lx] <x< |x]+1 et x—-1<|x] <x.

(C7.72. EXERCICE (VALEUR APPROCHEE PAR DEFAUT D’UN REEL)  Soit x € R. Pour tout n € N, posons :

110" x]
ERTT
n—1 1
1. Soit n € N*. Calculer la somme S, := Z 3 x 10¥ et en déduire la valeur de X, lorsque x = 3
k=0

2. Etudier le comportement asymptotique de la suite (x;) sen-

C7.73. PROPRIETE

VxeR VkeZ lx+k]=|x]+k

C7.74. EXERCICE SixeR. Exprimer |-x] en fonction de [ x].

C7.75. PROPRIETES ELEMENTAIRE DE LA FONCTION PARTIE ENTIERE

La fonction partie entiere : !
3+ [ —
R — R
-] x — |x]. 2+ —
est: 14 (
» constante par sur chacun des intervalles
semi-ouverts [n,n+1[oune”Z; } : } ( : L x
e croissante sur R; 3 -2 —-1 o0 1 2 3
¢ continue en tout point a € R\ Z; —
» continue a droite en tout point n\ Z;
« discontinue a gauche en tout point n\ Z; — -2
* admet une limite finie a gauche en tout
pointde ne Z, égale a |n] — 1. — -3 1

10
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1
C7.76. EXERCICE Pour tout n € N*, on pose u,:=1— —. Justifier :

n

i ) # [ lim )

C7.77. EXERCICE On considere la fonction :

R — R
x — x-|x].

f

1. Justifier que la fonction f est 1-périodique.
2. Préciser, pour tout x € [0, 1], la valeur de f(x).

3. Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

C7.78. EXERCICE

1. Soit a € R~y. Démontrer que :

VxeR 3!(gx ry) €Zx[0,af X=(qxa+ry.

2. Soient x et y des nombres réels tels que x < y. Démontrer qu’il existe r e Q telque x < r < y.

David Blottiere

Indication : On pourra introduire un entier naturel non nul q tel que E < y—Xx enjustifiant son existence.

C7.79. EXERCICE Soit (a,b) € R2. Démontrer que: lal + |b] < la+b] < lal +|b] +1.

11



