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CHAPITRE N°6

PETITS SYSTEMES LINEAIRES

C6.1. OsBJeECTIF  Résoudre des systemes linéaires de 2 ou 3 équations a 2 ou 3 inconnues par la méthode
du pivot de Gauls.

§ 1 SYSTEMES LINEAIRES A 2 INCONNUES

—

C6.2. NOTATIONS On munit le plan usuel £ d’'un repere orthonormé (O; 7, j ) grace auquel on identifie
P et R%.

C6.3. RAPPEL SUR LES EQUATIONS DE DROITE DANS LE PLAN
Si (a, B,7) € R3 vérifie (a, B) # (0,0) alors I'équation :

ax+py=y

est 'équation d'une droite 2 du plan dont 7 (a, p) est
un vecteur normal et % (-8, @) est un vecteur directeur.

C6.4. SYSTEME DE 2 EQUATIONS A 2 INCONNUES  Soient (a;)1<i,j<2 et (b;)1<i<2 des familles de nombres
réels. On considere le systéme suivant d’inconnue (x, y) € R?.

b, L1
b, L2

anx + apy
ajnx + axny

(S2,2) {

L'ensemble solution de (S, ) est :

anx + apy

._ 2.
801(32‘2).—{(x,y)€[R N anx + any

bl}'

I
S

Si (ay1, ar2) et (a1, app) different de (0,0), alors :

801(52'2) = @1 n @2

N

ou:
o 9 estladroite d’équation a;y x+ a2 y = by ;
e 9, estla droite d’équation az; x+ aze y = by.

C6.5. EXERCICE Résoudre le systeme linéaire :

3x + 4y
(5) {Sx - 7y

[l
N

d’inconnue (x, y) € R?.
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C6.6. SYSTEME DE 3 EQUATIONS A 2 INCONNUES  Soient (a;;)1<i<3 €t (b;)1<i<3 des familles de nombres

1<j<2
réels. On considere le systeme suivant d'inconnue (x, y) € R2.
ailx + apy = b1 L1
(S32) axx + axpy = by L2
agx + asy = b3 L3
L'ensemble solution de (S3,) est:
anx + apy = b
Sols,) =4 (6, ) ER? : | anx + axpy = b
agx + asxy = bg

Si (a1, a12), (az1, ax) et (asy, asp) different de (0,0), alors :

801(33,2) =991NDrNYD3

N

ou:
* 2, estladroite d’équation a;; x+ a2 y = by;
* 9, estla droite d’équation ay) x+ ax, y = b, ;
* 93 estla droite d’équation as; x+ asz y = bs.

C6.7. EXERCICE Soit m € R. Résoudre le systéeme linéaire :

2x + 3y =
(S 4x + 5y = 1
6x + 7y = m

d’inconnue (x, y) € R?.

(C6.8. DEFINITION (OPERATIONS ELEMENTAIRES POUR LES SYSTEMES (S22) ET (S32))
Soit (S) I'un des systemes linéaires (Sz,2) (cf. C6.4) ou (S3,2) (cf. C6.6). Une opération élémentaire sur (S) est
I'une des trois opérations suivantes.
o Permutation FEchange de la position des lignes Li et Lj, noté Li — Lj;
 Dilatation Multiplication chaque membre de la ligne Li par un scalaire A non nul, notée
Li— ALi;
e Transvection Ajoutd'un multiple ALj (A € R) de laligne Lj a une autre ligne Li, notée
Li— Li+ALj.

C6.9. PROPOSITION (EFFET D’UNE OPERATION ELEMENTAIRE SUR LES SYSTEMES (S22) ET (S32))
Soit (S) 'un des systemes linéaires (Sy,2) (cf. C6.4) ou (S32) (cf. C6.6). Une opération élémentaire sur (S) ne
modifie pas son ensemble solution.

C6.10. NoratioNn  Dans la suite, les symboles B désignent des scalaires non nuls non nécessairement
égaux et les les symboles M désignent des scalaires non nécessairement égaux.
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C6.11. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTEME (S )
On considere le systeme linéaire (S;2) (cf. C6.4).
e Casoutay; #0 ou ax; #0 Apres échange éventuel des deux lignes a;; # 0 et 'opération élémentaire :

a
2—12-221
an

transforme (Sy,2) en I'un des deux systemes linéaires suivants.

(l)Hlx+ly l| (2)l{lx+ly:l]

Hy - N 0 = W

e Casoutayy =0 etap =0 Apres échange éventuel des deux lignes et application d'une transvection, (Sz,2)
est transformé en I'un des systemes linéaires suivants.

) [{ my - B

= N
(4){ 0

0 = . 0 = .

Les quatre formes de systemes encadrées, particulierement simples a résoudre, sont appelées formes échelonnées.

C6.12. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTEME (S32)
On considere le systeme linéaire (S3 2) (cf. C6.6).

e Casouay; # 0 ou az; # 0 ou as; # 0 Apres échange éventuel de deux lignes a;; # 0 et les opérations élémen-
taires :

a a
2—12-221 I3—13-2211
an al

transforme (S32) en le systéme linéaire suivant :

|
=
+
|
<
I

(%) my

n
<
I

dont les coefficients sont notés comme ceux de (S32).
e Casontayp #0 ouasp #0 Apres échange éventuel des deux lignes du sous-systeme formé des lignes
L2 et L3 et application d'une transvection sur ce méme sous-systéme, le systeme (*) est transformé en
le systeme suivant.

HBx + By = R
(1) Hy = 0
0 = N
e Casoltayy = az» =0 Lesysteme (x) est de la forme suivante.
((Wx + By = W
(2) 0O =1
0 = N1

e Casouay; = a; = az; =0 Apres un échange éventuel de deux lignes et application de deux transvections
(S3,2) est transformé en 'un des deux systeémes linéaires suivants.

my - ®m 0 = M
3) 0 = N (4) 0 = N
0 = . 0 = .

Les quatre formes de systemes encadrées, particulierement simples a résoudre, sont appelées formes échelonnées.
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(C6.13. PROPOSITION (NOMBRE DE SOLUTIONS DES SYSTEMES LINEAIRES (S22) ET (S32))
Les ensembles solution Sols, ,) et Sols, ,) des systémes linéaires (Sz2) (C6.11) ou (S32) (C6.12) sont :
e soit’ensemble vide;
 soit un singleton;
e soit un ensemble infini.

C6.14. EXERCICE Soit m € R fixé. Résoudre le systeme linéaire :

I
|
w

X + my

(Sm) {mx + 4y

Il
2]

d’inconnue (x, y) € R2.

C6.15. EXERCICE Résoudre le systeme linéaire :

3x — 10y = 6
(S) x + 3y = -1
x + 2y = 2

d’inconnue (x,y) € R2.
C6.16. EXERCICE Démontrer que I'application :

RZ — R2

! (x,y) — (@Bx-2y,5x+y)

est bijective et calculer sa bijection réciproque.
C6.17. EXERCICE Lapplication

RZ — R3

f (x,y) — (x-2y2x-y,x+Y)

est-elle injective ? surjective ? bijective ?

§ 2 SYSTEMES LINEAIRES A 3 INCONNUES

C6.18. NOTATIONS On munitl’espace usuel & d'un repere orthonormé (O; 7, 7, TC)) grace auquel on iden-
tifie & et R3.

C6.19. RAPPEL SUR LES EQUATIONS DE PLANS DANS L’ESPACE
Si (a, B,7,0) € R* vérifie (a,B,y) # (0,0,0) alors I'’équa-
tion :

ax+Py+yz=0

est 'équation d’'un plan £ de I'espace dont 7 (a, B, 7)
est un vecteur normal.
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C6.20. SYSTEME DE 2 EQUATIONS A 3 INCONNUES  Soient (a;;)1<i<2 et (b;)1<i<2 des familles de nombres

1<j<3
réels. On considere le systéme suivant d’inconnue (x, y, z) € R3.
(Sy.2) anx + apy + a3z = b1 Ll
23 ax + dxpy + daxpz = by L2
L'ensemble solution de (S, 3) est:
ailx + apy + a3z = bl
1 = 1,2) €ER3 .
S0l(s;) {(x ¥,2) anx + apy + a3z = by }
Si (aq1, a12, a13) et (az1, azs, bys) different de (0,0, 0), alors :
801(52,3) =P NP,
ou:
o 2 estleplan d’équation ay x+ a2 y+ ajsz=by;
o 2, estla droite d’équation ayy x + azs y + azs z = bo.
C6.21. EXERCICE Résoudre le systeme linéaire :
(S) 2x + 4y - 6z = 2
x + 5y + 13z = -1

d’inconnue (x, y, z) € R3.

C6.22. SYSTEME DE 3 EQUATIONS A 3 INCONNUES  Soient (a;;)1<;,j<3 et (bj)1<i<3 des familles de nombres
complexes. On considere le systéme suivant d’'inconnue (x, , z) € R3.

anx + apy + a3z = by Ll
(53,3) anx + daxpy + dxp3z = bz L2
a1 x + asy + dszz = bs L3
L'ensemble solution de (S33) est:
anx + appy + aizz = bl
Sol(s;,) =1 (x,1,2) € R3:| ayx + a»y + axz = b
agx + aspy + dzzz = b3

Si (a1, a12, ar13), (ag1, az, azs) et (asy, asy, azz) different de (0,0,0), alors :

801(53'3) =P NP,N3

N

ou:
o 9 estleplan d’équation ay; x+ a2 y+ ajsz=by;
o % estle plan d’équation ay) x + dpp ¥y + azz 2= bo;
o P estle plan d’équation as; x + ase y + ass z = bs.
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C6.23. EXERCICE Soit m € R. Résoudre le systeme linéaire :

X + 2y + 3z = 6
(Sim) 4x + 5y + 6z = 15
7x + 8y + 9z = m

d’inconnue (x, y, z) € R3.

rC6.24. DEFINITION (OPERATIONS ELEMENTAIRES POUR LES SYSTEMES (S 3) ET (S33))
Soit (S) 'un des systémes linéaires (S, 3) (cf. C6.20) ou (S33) (cf. C6.22). Une opération élémentaire sur (S)
est 'une des trois opérations suivantes.
o Permutation FEchange de la position des lignes Li et Lj, noté Li — Lj;
e Dilatation Multiplication chaque membre de la ligne Li par un scalaire A non nul, notée
Li — ALi;
o Transvection Ajout d'un multiple ALj (A € R) de laligne Lj a une autre ligne Li, notée
Li— Li+ALj.

rC6.25. PROPOSITION (EFFET D’UNE OPERATION ELEMENTAIRE SUR LES SYSTEMES (S2 3) ET (S33))
Soit (S) I'un des systémes linéaires (Sy,3) (cf. C6.20) ou (S33) (cf. C6.22). Une opération élémentaire sur (S)
ne modifie pas son ensemble solution.

& J

C6.26. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTEME (S>3)
On considere le systeme linéaire (Sz3) (cf. C6.20)
e Casontay; #0 ou ax; #0 Apres échange éventuel de deux lignes, a;; # 0 et 'opération élémentaire :

a
2—12-2211
an

transforment (S» 3) en I'un des trois systemes linéaires suivants.

-~

[ W+ Hy - Wz m | oW + Wy + Wz = W
Hy + Hz = R Hz = R
((WMx + Wy + Wz = W |

e Cas out a;1 = a1 =0 Apres échange éventuel de deux lignes et application d'une transvection, (Sz3) est
transformé en I'un des systémes linéaires suivants :

| Hz: = R [ | mz: = B
@ { " i m © H "0
Hz = R 0 = |

comme en C6.11.

Les sept formes de systémes encadrées, particulierement simples a résoudre, sont appelées formes échelonnées.

6
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C6.27. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTEME (S3 3)

On considere le systeme linéaire (S3 3) (cf. C6.22)

e Cas ot a;; #0 ou ax; #0 ou as; #0 Apres échange éventuel de deux lignes a;; # 0 et les opérations
élémentaires :

a a
2—12-221 13—13-221
ann an

transforme (S3 3) en le systeme linéaire suivant.

Hmx + Wy + Mz |
(%) Hmy + H: [ |
Hy + Hz = N1

Apres une échange éventuel de deux lignes du sous-systeme formé par L2 et L3 et application d'une transvec-
tion sur ce méme sous-systeme, (x) est transformé en I'un des systeémes linéaires suivants :

Hx + Wy + Hz = N Hx + Wy + Hz = N

(1) Hy + Hz = & 2) Hy + Hz: = B
H: = N1 0 = N

Bx + Wy + Hz = 1R Bx + Wy + Hz = N

3) Hz: = N 4) 0 = 1|
0 =N 0 = 1|

comme en C6.11.

e Casontay) = ap; = az; =0 Apres échange éventuel de deux lignes et application d'une ou deux transvec-
tion(s) (S33) est transformé en I'un des deux systémes linéaires suivants :

my + Hz = W | my + Mz = W
5) m: - W ®6) 0 = M|
0 = M 0 = M
m: - B 0= M|
(7) 0 = M| ®) 0= M|
0 = M 0= M|

comme en C6.12.

Les huit formes de systemes encadrées, particulierement simples a résoudre, sont appelées formes échelonnées.

rC6.28. PROPOSITION (NOMBRE DE SOLUTIONS DES SYSTEMES LINEAIRES (S23) ET (S33))
Les ensembles solution Sols, ,) et Sols, ;) des systémes linéaires (S23) (C6.20) ou (S33) (C6.22) sont :
e soit]’ensemble vide;
 soit un singleton;
e soit un ensemble infini.

(C6.29. EXERCICE Résoudre le systeme linéaire :

2x + y + 4z
(S){x—y+2z:

|
N

d’inconnue (x, y, z) € R3.
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C6.30. EXERCICE Résoudre le systeme linéaire :

4x + 9y + 16z = -1
2x + 3y + 4z = 5
x + y + z = 4

d’inconnue (x, y, z) € R3.
C6.31. EXERCICE Démontrer que I'application :

R3 — R3
f

est bijective et calculer sa bijection réciproque.
(C6.32. EXERCICE Lapplication

R3 — R?

f

est-elle injective ? surjective ? bijective ?

x,,2) — ((x+z,x+y,y+2)

(x,,2) — (x—2y+3z,—x+y+92)

David Blottiere



