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CHAPITRE N°6

PETITS SYSTÈMES LINÉAIRES

C6.1. OBJECTIF Résoudre des systèmes linéaires de 2 ou 3 équations à 2 ou 3 inconnues par la méthode
du pivot de Gauß.

§ 1 SYSTÈMES LINÉAIRES À 2 INCONNUES

C6.2. NOTATIONS On munit le plan usuel P d’un repère orthonormé
(
O;

−→
i ,

−→
j
)

grâce auquel on identifie

P et R2.

C6.3. RAPPEL SUR LES ÉQUATIONS DE DROITE DANS LE PLAN
Si (α,β,γ) ∈R3 vérifie (α,β) 6= (0,0) alors l’équation :

αx +β y = γ

est l’équation d’une droite D du plan dont −→n (α,β) est
un vecteur normal et−→u (−β,α) est un vecteur directeur.

C6.4. SYSTÈME DE 2 ÉQUATIONS À 2 INCONNUES Soient (ai j )16i , j62 et (bi )16i62 des familles de nombres
réels. On considère le système suivant d’inconnue (x, y) ∈R2.

(S2,2)

{
a11 x + a12 y = b1 L1
a21 x + a22 y = b2 L2

L’ensemble solution de (S2,2) est :

Sol(S2,2) :=
{

(x, y) ∈R2 :

∣∣∣∣ a11 x + a12 y = b1

a21 x + a22 y = b2

}
.

Si (a11, a12) et (a21, a22) diffèrent de (0,0), alors :

Sol(S2,2) =D1 ∩D2

où :
• D1 est la droite d’équation a11 x +a12 y = b1 ;
• D2 est la droite d’équation a21 x +a22 y = b2.

C6.5. EXERCICE Résoudre le système linéaire :

(S)

{
3x + 4 y = 1
5 x − 7 y = 2

d’inconnue (x, y) ∈R2.
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C6.6. SYSTÈME DE 3 ÉQUATIONS À 2 INCONNUES Soient (ai j )16i63
16 j62

et (bi )16i63 des familles de nombres

réels. On considère le système suivant d’inconnue (x, y) ∈R2.

(S3,2)


a11 x + a12 y = b1 L1
a21 x + a22 y = b2 L2
a31 x + a32 y = b3 L3

L’ensemble solution de (S3,2) est :

Sol(S3,2) :=
(x, y) ∈R2 :

∣∣∣∣∣∣
a11 x + a12 y = b1

a21 x + a22 y = b2

a31 x + a32 y = b3

 .

Si (a11, a12), (a21, a22) et (a31, a32) diffèrent de (0,0), alors :

Sol(S3,2) =D1 ∩D2 ∩D3

où :
• D1 est la droite d’équation a11 x +a12 y = b1 ;
• D2 est la droite d’équation a21 x +a22 y = b2 ;
• D3 est la droite d’équation a31 x +a32 y = b3.

C6.7. EXERCICE Soit m ∈R. Résoudre le système linéaire :

(S)


2 x + 3 y = 1
4 x + 5 y = 1
6 x + 7 y = m

d’inconnue (x, y) ∈R2.

C6.8. DÉFINITION (OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES POUR LES SYSTÈMES (S2,2) ET (S3,2))
Soit (S) l’un des systèmes linéaires (S2,2) (cf. C6.4) ou (S3,2) (cf. C6.6). Une opération élémentaire sur (S) est
l’une des trois opérations suivantes.

• Permutation Échange de la position des lignes Li et L j , noté Li ←→ L j ;
• Dilatation Multiplication chaque membre de la ligne Li par un scalaire λ non nul, notée

Li ←−λLi ;
• Transvection Ajout d’un multiple λL j (λ ∈R) de la ligne L j à une autre ligne Li , notée

Li ←− Li +λL j .

C6.9. PROPOSITION (EFFET D’UNE OPÉRATION ÉLÉMENTAIRE SUR LES SYSTÈMES (S2,2) ET (S3,2))
Soit (S) l’un des systèmes linéaires (S2,2) (cf. C6.4) ou (S3,2) (cf. C6.6). Une opération élémentaire sur (S) ne
modifie pas son ensemble solution.

C6.10. NOTATION Dans la suite, les symboles � désignent des scalaires non nuls non nécessairement
égaux et les les symboles� désignent des scalaires non nécessairement égaux.
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C6.11. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTÈME (S2,2)
On considère le système linéaire (S2,2) (cf. C6.4).
• Cas où a11 6= 0 ou a21 6= 0 Après échange éventuel des deux lignes a11 6= 0 et l’opération élémentaire :

L2 ←− L2− a21

a11
L1

transforme (S2,2) en l’un des deux systèmes linéaires suivants.

(1)

{
�x + � y = �

� y = �
(2)

{
�x + � y = �

0 = �

• Cas où a11 = 0 et a21 = 0 Après échange éventuel des deux lignes et application d’une transvection, (S2,2)
est transformé en l’un des systèmes linéaires suivants.

(3)

{
� y = �

0 = �
(4)

{
0 = �
0 = �

Les quatre formes de systèmes encadrées, particulièrement simples à résoudre, sont appelées formes échelonnées.

C6.12. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTÈME (S3,2)
On considère le système linéaire (S3,2) (cf. C6.6).

• Cas où a11 6= 0 ou a21 6= 0 ou a31 6= 0 Après échange éventuel de deux lignes a11 6= 0 et les opérations élémen-
taires :

L2 ←− L2− a21

a11
L1 L3 ←− L3− a31

a11
L1

transforme (S3,2) en le système linéaire suivant :

(?)


�x + � y = �

� y = �
� y = �

dont les coefficients sont notés comme ceux de (S3,2).
• Cas où a22 6= 0 ou a32 6= 0 Après échange éventuel des deux lignes du sous-système formé des lignes

L2 et L3 et application d’une transvection sur ce même sous-système, le système (?) est transformé en
le système suivant.

(1)


�x + � y = �

� y = �
0 = �

• Cas où a22 = a32 = 0 Le système (?) est de la forme suivante.

(2)


�x + � y = �

0 = �
0 = �

• Cas où a11 = a21 = a31 = 0 Après un échange éventuel de deux lignes et application de deux transvections
(S3,2) est transformé en l’un des deux systèmes linéaires suivants.

(3)


� y = �

0 = �
0 = �

(4)


0 = �
0 = �
0 = �

Les quatre formes de systèmes encadrées, particulièrement simples à résoudre, sont appelées formes échelonnées.
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C6.13. PROPOSITION (NOMBRE DE SOLUTIONS DES SYSTÈMES LINÉAIRES (S2,2) ET (S3,2))
Les ensembles solution Sol(S2,2) et Sol(S3,2) des systèmes linéaires (S2,2) (C6.11) ou (S3,2) (C6.12) sont :

• soit l’ensemble vide ;
• soit un singleton;
• soit un ensemble infini.

C6.14. EXERCICE Soit m ∈R fixé. Résoudre le système linéaire :

(Sm)

{
x + m y = −3

m x + 4 y = 6

d’inconnue (x, y) ∈R2.

C6.15. EXERCICE Résoudre le système linéaire :

(S)


3x − 10y = 6
x + 3y = −1

7x + 2y = 2

d’inconnue (x, y) ∈R2.

C6.16. EXERCICE Démontrer que l’application :

f

∣∣∣∣ R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (3x −2y,5x + y)

est bijective et calculer sa bijection réciproque.

C6.17. EXERCICE L’application

f

∣∣∣∣ R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (x −2y,2x − y, x + y)

est-elle injective? surjective? bijective?

§ 2 SYSTÈMES LINÉAIRES À 3 INCONNUES

C6.18. NOTATIONS On munit l’espace usuel E d’un repère orthonormé
(
O;

−→
i ,

−→
j ,

−→
k

)
grâce auquel on iden-

tifie E et R3.

C6.19. RAPPEL SUR LES ÉQUATIONS DE PLANS DANS L’ESPACE
Si (α,β,γ,δ) ∈ R4 vérifie (α,β,γ) 6= (0,0,0) alors l’équa-
tion :

αx +β y +γz = δ

est l’équation d’un plan P de l’espace dont −→n (α,β,γ)
est un vecteur normal.
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C6.20. SYSTÈME DE 2 ÉQUATIONS À 3 INCONNUES Soient (ai j )16i62
16 j63

et (bi )16i62 des familles de nombres

réels. On considère le système suivant d’inconnue (x, y, z) ∈R3.

(S2,3)

{
a11 x + a12 y + a13 z = b1 L1
a21 x + a22 y + a23 z = b2 L2

L’ensemble solution de (S2,3) est :

Sol(S2,3) :=
{

(x, y, z) ∈R3 :

∣∣∣∣ a11 x + a12 y + a13 z = b1

a21 x + a22 y + a23 z = b2

}
.

Si (a11, a12, a13) et (a21, a22,b23) diffèrent de (0,0,0), alors :

Sol(S2,3) =P1 ∩P2

où :
• P1 est le plan d’équation a11 x +a12 y +a13 z = b1 ;
• P2 est la droite d’équation a21 x +a22 y +a23 z = b2.

C6.21. EXERCICE Résoudre le système linéaire :

(S)

{
2x + 4 y − 6 z = 2
x + 5 y + 13 z = −1

d’inconnue (x, y, z) ∈R3.

C6.22. SYSTÈME DE 3 ÉQUATIONS À 3 INCONNUES Soient (ai j )16i , j63 et (bi )16i63 des familles de nombres
complexes. On considère le système suivant d’inconnue (x, y, z) ∈R3.

(S3,3)


a11 x + a12 y + a13 z = b1 L1
a21 x + a22 y + a23 z = b2 L2
a31 x + a32 y + a33 z = b3 L3

L’ensemble solution de (S3,3) est :

Sol(S3,3) :=
(x, y, z) ∈R3 :

∣∣∣∣∣∣
a11 x + a12 y + a13 z = b1

a21 x + a22 y + a23 z = b2

a31 x + a32 y + a33 z = b3

 .

Si (a11, a12, a13), (a21, a22, a23) et (a31, a32, a33) diffèrent de (0,0,0), alors :

Sol(S3,3) =P1 ∩P2 ∩P3

où :
• P1 est le plan d’équation a11 x +a12 y +a13 z = b1 ;
• P2 est le plan d’équation a21 x +a22 y +a23 z = b2 ;
• P3 est le plan d’équation a31 x +a32 y +a33 z = b3.
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C6.23. EXERCICE Soit m ∈R. Résoudre le système linéaire :

(Sm)


x + 2 y + 3 z = 6

4 x + 5 y + 6 z = 15
7 x + 8 y + 9 z = m

d’inconnue (x, y, z) ∈R3.

C6.24. DÉFINITION (OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES POUR LES SYSTÈMES (S2,3) ET (S3,3))
Soit (S) l’un des systèmes linéaires (S2,3) (cf. C6.20) ou (S3,3) (cf. C6.22). Une opération élémentaire sur (S)
est l’une des trois opérations suivantes.

• Permutation Échange de la position des lignes Li et L j , noté Li ←→ L j ;
• Dilatation Multiplication chaque membre de la ligne Li par un scalaire λ non nul, notée

Li ←−λLi ;
• Transvection Ajout d’un multiple λL j (λ ∈R) de la ligne L j à une autre ligne Li , notée

Li ←− Li +λL j .

C6.25. PROPOSITION (EFFET D’UNE OPÉRATION ÉLÉMENTAIRE SUR LES SYSTÈMES (S2,3) ET (S3,3))
Soit (S) l’un des systèmes linéaires (S2,3) (cf. C6.20) ou (S3,3) (cf. C6.22). Une opération élémentaire sur (S)
ne modifie pas son ensemble solution.

C6.26. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTÈME (S2,3)
On considère le système linéaire (S2,3) (cf. C6.20)
• Cas où a11 6= 0 ou a21 6= 0 Après échange éventuel de deux lignes, a11 6= 0 et l’opération élémentaire :

L2 ←− L2− a21

a11
L1

transforment (S2,3) en l’un des trois systèmes linéaires suivants.

(1)

{
�x + � y + �z = �

� y + �z = �
(2)

{
�x + � y + �z = �

�z = �

(3)

{
�x + � y + �z = �

0 = �

• Cas où a11 = a21 = 0 Après échange éventuel de deux lignes et application d’une transvection, (S2,3) est
transformé en l’un des systèmes linéaires suivants :

(4)

{
� y + �z = �

�z = �
(5)

{
� y + �z = �

0 = �

(6)

{
�z = �

0 = �
(7)

{
0 = �
0 = �

comme en C6.11.

Les sept formes de systèmes encadrées, particulièrement simples à résoudre, sont appelées formes échelonnées.
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C6.27. ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS POUR LE SYSTÈME (S3,3)
On considère le système linéaire (S3,3) (cf. C6.22)
• Cas où a11 6= 0 ou a21 6= 0 ou a31 6= 0 Après échange éventuel de deux lignes a11 6= 0 et les opérations
élémentaires :

L2 ←− L2− a21

a11
L1 L3 ←− L3− a31

a11
L1

transforme (S3,3) en le système linéaire suivant.

(?)


�x + � y + �z = �

� y + �z = �
� y + �z = �

Après une échange éventuel de deux lignes du sous-système formé par L2 et L3 et application d’une transvec-
tion sur ce même sous-système, (?) est transformé en l’un des systèmes linéaires suivants :

(1)


�x + � y + �z = �

� y + �z = �
�z = �

(2)


�x + � y + �z = �

� y + �z = �
0 = �

(3)


�x + � y + �z = �

�z = �
0 = �

(4)


�x + � y + �z = �

0 = �
0 = �

comme en C6.11.

• Cas où a11 = a21 = a31 = 0 Après échange éventuel de deux lignes et application d’une ou deux transvec-
tion(s) (S3,3) est transformé en l’un des deux systèmes linéaires suivants :

(5)


� y + �z = �

�z = �
0 = �

(6)


� y + �z = �

0 = �
0 = �

(7)


�z = �

0 = �
0 = �

(8)


0 = �
0 = �
0 = �

comme en C6.12.

Les huit formes de systèmes encadrées, particulièrement simples à résoudre, sont appelées formes échelonnées.

C6.28. PROPOSITION (NOMBRE DE SOLUTIONS DES SYSTÈMES LINÉAIRES (S2,3) ET (S3,3))
Les ensembles solution Sol(S2,3) et Sol(S3,3) des systèmes linéaires (S2,3) (C6.20) ou (S3,3) (C6.22) sont :

• soit l’ensemble vide ;
• soit un singleton;
• soit un ensemble infini.

C6.29. EXERCICE Résoudre le système linéaire :

(S)

{
2x + y + 4z = 1
x − y + 2 z = 2

d’inconnue (x, y, z) ∈R3.
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C6.30. EXERCICE Résoudre le système linéaire :
4x + 9y + 16z = −1
2x + 3y + 4z = 5
x + y + z = 4

d’inconnue (x, y, z) ∈R3.

C6.31. EXERCICE Démontrer que l’application :

f

∣∣∣∣ R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x + z, x + y, y + z)

est bijective et calculer sa bijection réciproque.

C6.32. EXERCICE L’application

f

∣∣∣∣ R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x −2y +3z,−x + y +9z)

est-elle injective? surjective? bijective?
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