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CHAPITRE N°5

SOMMES ET PRODUITS

§ 1 SOMME ET PRODUIT D’UNE FAMILLE FINIE DE NOMBRES COMPLEXES

C5.1. SOMME D’UNE FAMILLE DE TROIS NOMBRES COMPLEXES  Soit I:={1,2,3} et (a;)ijcr € C!. 1l existe plu-
sieurs manieres de sommer les trois éléments a,, ay, as, suivant 'ordre dans lequel on place ces trois éléments
et le parenthésage. Nous listons les douze possibilités ci-dessous.

(dl + dg) + ds a) + (612 + 613) (a1 + 613) + ay a + (ag + 613)
(ap+ay) +as ap + (ay + az) (ap+asz) +a; ap + (as+ ap)
(a3+a1)+a2 a3+(a1+a2) (dg-l—dg)-l—[ll a3+(a2+a1)

Comme I’addition dans C est associative :
3
V(z1,22,23) €C (z21+22) + 23 =21 + (22 + 23)

et commutative :
V(Zl,Zg)Ed:z 21t22=220+21

3
ces douze sommes sont toutes égales. On note Z a; ou Z a; leur valeur commune.
iel i=1

C5.2. PRODUIT D’UNE FAMILLE DE TROIS NOMBRES COMPLEXES Soit I :={1,2,3} et (a;)jesr € Cl. 11 existe
plusieurs manieres de multiplier les trois éléments a, ay, as, suivant 'ordre dans lequel on place ces trois
éléments et le parenthésage. Nous listons les douze possibilités ci-dessous.

(a1 x ap) x ag ay x (az x as) (a1 x az) x ap ay x (az x as)
(az x a1) x a3 a, x (ay x ag) (az x az) x ap x (az x ay)
(a3 x a1) x ap az x (ay x ap) (as x ap) x 4y az x (az x ay)

Comme la multiplication dans C est associative :
V(z1,22,23) €C° (21 % 25) x 23= 21 X (20 % 23)

et commutative :
V (z1,2p) € C? 21X 22 =22 % 21

3
ces douze produits sont tous égaux. On note H a; ou H a; leur valeur commune.
iel i=1
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C5.3. DEFINITION (ENSEMBLE FINI)  Un ensemble E est dit fini si: E = @ ou s'il existe n € N* et une
bijection f: [1, n] E.

C5.4. EXERCICE (VERS LA DEFINITION DU CARDINAL D’UN ENSEMBLE FINI NON VIDE)

1. Soit (n, p) € N* x N>». On suppose qu'’il existe une application f: [1,n+1]
Sil'on considere I’élément p du but de f, trois cas peuvent survenir.
e pn’apasdantécédent par f,i.e. pourtoutie [1,n+1], f(i) # p.
e papour (unique) antécédent n+ 1 par f,i.e. f(n+1) =p.
e p apour (unique) antécédent un élément de [1, ] par f, i.e. il existe i € [1, n] tel que f (i) = p.

[1, p] qui est injective.

(a) Onsuppose que, pour touti € [1,n+1], f(i) # p. Construire une application injective de [1, n] dans
|I]~) p - 1]] .
(b) On suppose que f(n+ 1) = p. déduire de f une application injective de [1, n] dans [1, p —1].

(c) On suppose qu’il existe i € [1, n] tel que f(i) = p. En considérant I'application :

[I,n+1] — [1,n+1]
_ n+l sij=i
b i — i sij=n+1

j j#ietj#En+1
déduire de f une application injective de [1,7n — 1] dans [1, p].
2. Démontrer que, pour tout n € N*,

Pn) : «VpeN" (IfeF([1,nl,I1,pl) injective) = n< p».

N J/

2(n,p)

est vraie.

3. Soit I un ensemble. On suppose qu'’il existe des entiers n; € N*, n, € N* et des applications bijectives
fi: 11, m] I, f5: 11, ny] I. Démontrer que n; = ny.

rC5.5. DEFINITION (SOMME ET PRODUIT D’UNE FAMILLE FINIE DE NOMBRES COMPLEXES) Soient I un
ensemble fini et (a;);c; € CL.
1. Si I est!’ensemble vide, alors on pose Z a;:=0et H a;:=1.
iel iel
2. Si I # @, alors il existe un (unique, cf C5.4) n € N* et une bijection f: [1,n] —— I. On pose :

'ZILIZ'I: df(1)+af(2)+df(3)+...+af(n_1)+df(n) et 11611' = aArmXafXarE) ... Xafn-1)Xaf(n) -
IAS 1€

» Lassociativité de ’addition et I'associativité de la multiplication dans C rendent inutile le paren-
thésage dans les somme et produit ci-dessus.

* La commutativité de 'addition et la commutativité de la multiplication dans C entrainent que
les somme et produit ci-dessus de dépendent pas du choix de la bijection f. En effet, le choix
d’'une autre bijection de [1, n] dans I aurait pour seul effet de modifier I'ordre des termes des
somme et produit ci-dessus.
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C5.6. EXEMPLE (SOMME ET PRODUIT D’UNE FAMILLE INDEXEE PAR UN INTERVALLE D’ENTIERS)

m m
Soient (n, m) € Z* tels que n < m et (a;)iefn,m) € C"™™. Dans ce cas, onnote ) a;lasomme Y a;et[]a;

i=n ie[n,m] i=n
leproduit [] a;.
ieln,m]
m m
Zai: Z a;:=ap+anp1+...+am_1+am Hai: H a; = 0p X A1 X ... X Aym—1 X Ay
= i€[n,m] = i€[n,m]

(Les somme et produit ci-dessus comportent m —n + 1 termes. |

C5.7. EXERCICE Soient n € N* et (x1,..., X,) un n-uplet de nombres complexes non nuls. Ecrire les sommes
suivantes a I'aide du symbole ) .

1. §;=23+2%+.. 4212

1 2 3 10
So==+—-+—-+...+——
2 4 8 1024
3. §3=2-4+6-8+...+50
1 1 1 1 1
4. S4=1--+-—=+...+ -—
2 3 4 2n—-1 2n
5. Ss=n+n+1)+...+2n
x X Xp-1 X
6. Sg= -4 4. 42l

C5.8. EXERCICE Soient n € N* et (xy,...,X,) un n-uplet de nombres complexes. Ecrire les produits suivants
al'aide du symbole [ ].

1. Pi=2x4x6x...x100

2. Po=nxn+1)x...x2n+1)

1 1 1
3. P3=1x—=%x3x—x%x,..x9x —

2 4 10
4. Py=xPxxi P x..x% | xx},

C5.9. RELATION DE RECURRENCE FONDAMENTALE  Soient 1 € N* et (a;)je1,n+1y € CIHH,

n+1 n+1

Zak_(zak)wnﬂ Hak—(Hak)xan+1

n 1 n 1
C5.10. EXERCICE  Soit n€N*. Calculer [ | (1 - %) et [] (1 - —).
k=1

.
C5.11. PROPOSITION (PREMIERES SOMMES DE NEWTON)

n 1 n DEn+1
VREN'  Simi= Y k= "("+ ) VneN'  Sm:= ) k2=l 13( ntl)
— k=1
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complexes indexées par I et (A, u) € C2.

2:(ﬂ42i+[lbi)222/2:12i+;12:lh.

iel i€l iel

(C5.12. PrROPOSITION (LINEARITE)  Soit I un ensemble fini. Soient (a;) e, (b;) ;7 des familles de nombres )

C5.13. EXERCICE Soit n € N*.

n
1. Calculer Y ((k+1)* - k°) de deux maniéres.
k=1
2. Déduire alors la valeur de S,(n) de celle de S; (n) (cf. C5.11).
C5.14. EXERCICE Soit neN*,

n
1. Calculer Y ((k+1)* - k*) de deux maniéres.

k=1
2. Déduire alors la valeur de S3(n) := Z k3 de celles de S;(n) et Sy(n) (cf. C5.11).
k=1
. 1 2 n
C5.15. EXERCICE Soit n € N*. Calculer la somme Sttt
nc- n n

C5.16. EXERCICE

1. Déterminer deux constantes réelles a et b telles que, pour tout x € R\ {—1,0},

n
2. Soit n e N*. Calcul .
oit n acuerkglkUH_l)

§ 2 CHANGEMENT D’INDICE

a b

=—+ .
x(x+1) x x+1

.
C5.17. PROPOSITION (CHANGEMENT D’INDICES DANS UNE SOMME OU UN PRODUIT)
fini non vide et (a;);e; € CL. Soit J un ensemble et @:] I une bijection.

> ai=) g [Tai=11api

iel jeJ iel jeJ

Soit I un ensemble )

C5.18. EXEMPLE (CHANGEMENT D’INDICE PAR TRANSLATION SUR UN INTERVALLE ENTIER)

Soient (n, m) € Z? tels que n < m et (a;) jcgn,my € CI"™. Soit p € Z.

m m-p m m-p
2. ai= ) ajp [Tai= I ajp
i=n j=n-p i=n j=n-p

2n-1 k7 n-1 I
C5.19. EXERCICE  Soit n€Nsy. Démontrer )  In (sin(z—)) =Y In (sin(z—) :
n

k=n+1
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. . n o1 1
C5.20. EXERCICE Soit n€N*.Calculer ) [—————|.

L 1
C5.21. EXERCICE  Soit nn € N3,. Calculer [ (1 - —2)
i\ k

n
1
C5.22. EXERCICE Soit n € N. Calculer E —_
= (k+1)(k+3)

n

C5.23. EXERCICE Soientn € N* et (xy,..., X,) un n-uplet de nombres complexes non nuls. Calculer l_[ .
k=1 xn+1—k

Xk

n
C5.24. EXERCICE  Soit n€N*. Calculer ) (n—k+1).
k=1

15
C5.25. EXERCICE Calculer ) k(10— k).
k=5

n 1
C5.26. EXERCICE Soit n € N*. —_
,; k3 +3k2+2k

1 kn
C5.27. EXERCICE Soit n € N*. Calculer S, = Z cos” (5) al’aide du changement d’indice j = n—k.
k=0

§ 3 SOMMES ET PRODUITS TELESCOPIQUES

.
C5.28. PROPOSITION (SOMMES ET PRODUITS TELESCOPIQUES) Soit 7 € N.

n
1. Si (uk)kejo,n+1y € CO" N alors| > (ugr1 — uk) = tns1 — o -
k=0

n

)[[o,n+1]] alors 1—[ U+l  Up+l
) - .
k=0 Uk Up

2. Si (Ur)keqo,n+1y € (C*

L 1
C5.29. EXERCICE Soit n € N*. Calculer Z In (1 + %)
k=1

n
1
C5.30. EXERCICE Soit ne€N*.Calculer ) ————.
k; Vk+Vk+1
C5.31. EXERCICE  Soit n € N». Calculer i ( ! 2 + ! )
Ol >2. - .
i \Wk-1 vk Vik+1



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

§ 4 SOMME DE TERMES EN PROGRESSION GEOMETRIQUE

p
C5.32. PROPOSITION (SOMME DE TERMES EN PROGRESSION GEOMETRIQUE)  Soit (n,g) e N x C.

g
=
Il

1-— qn+1

n { n+1 sig=1
l-q

sig#1.

n
C5.33. EXERCICE  Soit (1, q) € N* x C. Calculer Y g*.

k=—n
leul 1 1 1 1
C5.34. EXERCICE Calculer ﬁ + ﬁ + ﬁ +...+ 21000°
n 2](:—1
C5.35. EXERCICE  Soit n€N*. Calculer )_ )
<o 3k+1

L kn
C5.36. EXERCICE  Soit n € N*. Calculer ) cos (7)
k=0

C5.37. EXERCICE Soit (n,q) e N* xC.
n .
1. Calculer G;(n) = Z i q' al’aide du changement d’indice j =i—1.
i=1

n .
2. Calculer Gy (n) = Z i> q" al'aide du changement d’indice j =i — 1.
i=1
(C5.38. EXERCICE  Soit x € [0,1].
X (_ t)l’l
+t

n xk
1. Démontrer que, pour tout n € N*, S, (x) := Z (—1)k7 =In(1+x) —f
k=1 0

2. Etudier la limite éventuelle de S,,(x) lorsque n tend vers +oo.

§ 5 DIFFERENCE DE DEUX PUISSANCES 7n-IEMES OU 7 € N*

( A
C5.39. PROPOSITION (DIFFERENCE DE DEUX PUISSANCES 7-IEMES 0U 7 € N*)  Soit (a, b, n) € C xC x N*.

n—1
a"-b"=(a-b) ) akp"17k,
k=0

C5.40. EXERCICE  Soit p € N>». Démontrer que si 2” — 1 est premier, alors p est également premier.

C5.41. EXERCICE  Soit p € N>». On considere I'application :

R — R
f x — xP.
+ h) -
1. Soit a € R. Calculer, pour tout h € R, 77 4(h) := fa ; f(a)’ puis étudier la limite éventuelle de

7¢,a(h) lorsque h tend vers 0.
2. Intepréter le résultat démontré en Q1.
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§ 6 REGROUPEMENT DE TERMES DANS UNE SOMME OU UN PRODUIT

C5.42. DEFINITION (PARTITION D’UN ENSEMBLE FINI)

Soit I un ensemble fini. Une partition de I en p € N* parties
est la donnée d'une famille (I, I, .., I,) de p parties de I telles
que:

o les parties Iy, I, ..., I, sont deux-a-deux disjointes :

e laréunion des parties I, I, ..., I, égale I :

p
ULn=1.
i=1

C5.43. EXEMPLE Soient n, m, p des entiers tels que n < p < m. La famille :

(In, pl, [p+1,m])
de parties de [n, m] forme une partition de [n, m].

C5.44. EXEMPLE Soit neN*.
1. Lafamille:
({2p: pelo,nl},{2p+1: pelo,n—11})

de parties de [0,2n] forme une partition de [0, 27].

2. Lafamille:
({2p : pelo,nl}, {2p+1: pelo0,nl})

de parties de [0,2n + 1] forme une partition de [0,27n + 1].

3. Lafamille:
({3p:pelo,nl},{8p+1:pelo,n-11},{8p+2: pelo,n-11})

de parties de [0,3n] forme une partition de [0,3n].

C5.45. PROPOSITION (REGROUPEMENT DES TERMES DANS UNE SOMME OU UN PRODUIT)
ensemble fini et (a;);c; € CL. Soit une partition (Il, b,..., Ip) de I en p € N* parties.

Zai:iZai Hai:ﬁnai

iel Jj=liel; iel Jj=liel;

Soient [ un )

C5.46. RELATION DE CHASLES POUR LES SOMMES ET PRODUITS  Soient n, m, p des entiers telsque n < p <

m. Soit (a;) iepn,my € CI»™.

m p m m p m
Zai:Zai+ Z a; Hai:(nai)x(l_[ ai)
i=n i=n i=p+1 i=n i=n i=p+1
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2n
Soit n € N*. Calculer )_ k.
k=n

C5.47. EXERCICE

3n

C5.48. EXERCICE
k=2n+1

3n
Soit n € N*. Calculer Z min
k=n

C5.49. EXERCICE

Mathématique

David Blottiere

Soit n € N>». Calculer Z (2k).

{k,2n}.

C5.50. REGROUPEMENT DES TERMES DANS UNE SOMME OU UN PRODUIT SUIVANT LA PARITE DE L'INDICE

Soit n € N*.
1. Soit (u) kefo.2ny € CI%?". Alors :

2n n n-1
Z U = Z Upj + Z U2k+1
k=0 p=0 p=0

2. Soit (uk)k€ﬂ0,2n+1]] € G:[[0,2n+1]]- Alors :

2n+1 n

n
Upj + Z U2ke+1
=0 p:()

2n n n-1
H Ug = (H u2k) X (H u2k+1)-

2n+1

n n
IT wk :( ugk) x (H u2k+1)-
k=0 p=0 p=0

C5.51. EXERCICE

et H,, pour tout n € N*,

Pour tout n € N*, on pose H,, := )_

n
al’aide de Hy; 41

1 n
—. Exprimer la somme Z

n
C5.52. EXERCICE  Soit n€N*. Calculer Y (-D)¥k.

k=1

e Cas out n est pair Soit m € N* tel

2m
> -D*k
k=1

Une solution

e Cas oun > 3 est impair Soit m
2m+1

calul précédent livre )
k=1

-D*k =

n
« Conclusion ) (-D¥k =
k=1

Ce résultat vaut aussi pour n = 1.

k=1 p=0 2P+ 1
que n=2m.
m m—1
Y D*Pep+ Y (DT ep+1)
p=1 p=0
m m—1
Y @2p)- ) 2p+1)
p=1 p=0
Y @2p)-) 2q-1)
p=1 q=1
@2p-2p-1)

SN woF

e N* tel que n =2m+ 1. Comme n—1 = 2m est pair le

2m
~Dfk-Cm+D)=m-2m+1)=-m—1.
k=1

si n est pair

n+1

si n est impair.
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C5.53. EXERCICE

1. Démontrer que pour tout n € N*, pour tout (a,_1,...,a;, ag) € C", s’il existe (ay,...,a,) € C" tel que:

1

ai,...,a, sont des solutions deux-a-deux distinctes de I'équationz” + a,_ 12" +...+ a1z+ay =0

n

alors, pour tout z€ C, z" + an_lz”_l +...+a1z+ay= H (z—ayg).
k=1
n—1 ©
. jxeL n
2. Démontrer que, pour tout n € I\I;g, pour tout z € C, H (z —e' n ) =z —-1.
k=0

n-1 ke
3. Calculer, pour tout n € Nx,, [] sin (—)
k=0 n

i . n ) 2k ZZn+1_1
4. Démontrer que, pour tout n € N*, pour tout z€ C\ {1}, H z°—2cos P+l z+1 :—1.
n zZ—

k=1

§ 7 SOMMES DOUBLES

( )

C5.54. PROPOSITION (SOMMES DOUBLES)  Soient I, J deux ensembles finis et (a;,j) ¢, jjerxj € clJ,

22 aip= Y, aij=). ) aij

i€l jej (i, elx] jeJiel

C5.55. SOMMES RECTANGULAIRES  Soient (1, m) € N* et () (i, je1,nx[1,m € CIH* 7,

n m m n
>oaij= ) aij=Y. ) aij
i=1 j=1 (i, el nlx[1,m] j=1i=1
5 5 5 5 5 5
. .1 . ] ay i ay i as i as i as i ag i
Ci-contre, on consideére une famille Y Z, L Z, 2] Zf 3 Z, 4 Z, 5] Z, 6,J
[16]x[L5] j=1 j=1 j=1 j=1 Jj=1 j=1
(@i, i), jer,e1x,51 € C =1 et on
. s o
illustre I'identité : 5 ais azs ass ass as,s ae,5
6 2 4 a a a a a a
_ 1,4 2,4 3,4 4,4 5,4 6,4
22 aij= Y aij.
i=1j=1 (i,/)el1,6]x[1,5]
/ / 3 a3 a3 as3 as3 as3 as3
n mmen r mmer 1
On co € .ce par  so € ) €s 2 ai 2 az» as» asn as,» ae,2
nombres verticalement avant d’ad-
ditionner toutes les sommes ainsi 1 an az,1 as,i a1 as,1 ae,1
obtenues.
0 1 2 3 4 5 6
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5 ays dps 4azs a45 dss5 dgs
Ci-contre, on considere toujours une
o 0 EIL6IX LS 4 a4 G4 (34 Q44 G54 Gdpa
et on illustre I'identité :
5 6
- L. 3 a3 dz3 das3 ad43 0as3 dg3
Z Z“w— ai,j -
j=li=1 (i,))el1,6]x[1,5]
2 ayip dz2 d3z2 0442 ds52 dp2
On commence par sommer les
nombres horizontalement avant d’ad-
ditionner toutes les sommes ainsi 1 ay a1 431 ada) asyl 4pl
obtenues.
0 1 2 3 4 5 6
C5.56. EXERCICE SoitneN*.Calculer Y (i+j)%
1<i,j<n
C5.57. EXERCICE SoitneN*. Calculer ) min{i,j} et ) max{ij}.
1<i,j<n 1<i,j<n
C5.58. EXERCICE Soit neN*.Calculer Y |i—j|.
1<i,j<n
. i
C5.59. EXERCICE Soit n € N*. Calculer Z —
1<i,j<nttJ

8

I
—

™o
2
-

Il
—_

™Mo
5
w

Il
—

™o
8
©

Il
—

™o
2

I
—

~.

David Blottiere

.
C5.60. PROPOSITION (FORMULES D’INVERSION)

T:={(,)ell,nl®:i<

Soit n € N>». On pose :

jbooet  TH={G,pelLnl?i<j}.

1. Premiere formule d'inversion Soit (a;, ), jjer € CT.

n
i=1

n
> aij=
j=i

-
aij=7) ) aij.

1<i<j<n j=1i=1

.8 ye . . +
2. Deuxiéme formule d'inversion  Soit (a; ;)i jjer+ € CT .

n—-1
2,
i=1

j:

n n j-1
Lo aj= ), aij=2, ) ai
i+1 1<i<j<n j=21i=1

10
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C5.61.

Ci-contre, on considere une famille

Mathématique

ILLUSTRATION DE LA PREMIERE FORMULE D’INVERSION

David Blottiere

5 5 5 5 5
doay; Y G ) as; ) Asj ) as,
J=1 j=2 j=3 j=4 j=5

(ai,j)1<i<j<s et onillustre I'identité :
i i Z 5 as azs ass ags as,s
a;, ji= a;, j-
i=1 j=i 1<i<j<5 4 a4 az,4 as,4 a4
3 a3 a3 asgs
On commence par sommer les p p
. 1,2 2,2
nombres verticalement avant d’ad- 2
ditionner toutes les sommes ainsi 1 a1
obtenues.
0 1 2 3 4 5 i
J
5
5 ars G5 G35 Q45 G55 Y aigs
Ci-contre, on considere toujours une ljl
famille 4 a4 Q24 G344 Q44 Z Q4
; i=1
5 3
Y Y aij= ai,j 3 a)3 az3 ass Y ais
j=li=1 1<i<j<5 -
2
On commence par sommer les 2 a2 dazp2 Zal;g
nombres horizontalement avant d’ad- i Tl
ditionner toutes les sommes ainsi 1 ap Y aiy
obtenues. i=1
0 1 2 3 4 5 1

1
C5.62. EXERCICE Soit n € N*. Calculer -
1<i<j<n/t
C5.63. EXERCICE Soitn€Ns,. Calculer Y ij.
1<i<j<n
C5.64. EXERCICE Soitn€Nsp. Calculer )  -.
1<i<j<nJ
C5.65. EXERCICE  Soit n € N3. Exprimer lasomme ) _

1<i<j<n ) 7t

1
—— en fonction de H,, := Z

L

ok

et (bj)jeyeC’.

.
C5.66. PROPOSITION (PRODUIT DE DEUX SOMMES FINIES)

Soient I, J des ensembles finis, (a;);c; € C!

> ai

iel

2 bj|=

JeJ

>

(@, J)elx]

aib]-

\

C5.67. EXERCICE

Soient n € N> et (ay, ..., a,) € C". Démontrer Z a;

11

n

>

1<i<j<n

2 ,
=) a;+2 a;a; .
i=1 i=1
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2 n n
i=1 i=1

n
C5.68. EXERCICE Soientne€Nsxo, ((ay,...,a,) €eR"et(by,...,b,) € R". Prouver (Z a;b;
i=1

§ 8 FACTORIELLE D’UN ENTIER

.
C5.69. DEFINITION (FACTORIELLE D’UN ENTIER) Pour tout n € N, on pose :

1 sin=0

n! = L .
[[k sin>1.
k=1

C5.70. RELATION DE RECURRENCE POUR LES FACTORIELLES  Pour tout n € N, on définit la factorielle de n
notée n! par:

(m+D)!=n+1)xn!.

(n+3)!  n+2 1
D Dl Al

C5.71. EXERCICE Soit n € N*. Simplifier

n
C5.72. EXERCICE  Soit n € N*. En remarquant que, pour tout k € [1,n], k = (k+ 1) — 1, calculer Z kxk!.
k=1

n
C5.73. EXERCICE  Soit n € N*. Exprimer P, = [ [ (2k + 1) al'aide de factorielles et de puissances de 2.
k=0

n
C5.74. EXERCICE Soit n € N*. Démontrer Z K<(n+D.
k=1

S 9 COEFFICIENTS BINOMIAUX ET FORMULE DU BINOME DE NEWTON

rC5.75. DEFINITION (COEFFICIENT BINOMIAL)  Pour tout (n, k) e N x Z, on pose :

0 sik<Oouk>n
k| n! .
_ <k<
<ol sio<k<n.

C5.76. INTERPRETATION COMBINATOIRE DES COEFFICIENTS BINOMIAUX  Nous démontrerons plus tard

n s s 1 a1z , N 214
que, pour tout (1, k) € N?, ( ) est le nombre de parties a k éléments d'un ensemble a n éléments.

k

C5.77. TRIANGLE DE PAscAL  Les coefficients binomiaux sont usuellement écrits dans un triangle, appelé
triangle de Pascal, dont une portion figure ci-dessous.
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C5.78. PROPOSITION (PROPRIETES DES COEFFICIENTS BINOMIAUX)

1. Symétrie Pour tout (n,k) eNx Z,

0

n
n—k|’

2. Relation de Pascal Pour tout (n,k) eNx Z,

3. Valeurs remarquables Pour tout n € N> :

L))

n

A

o )

C5.79. ILLUSTRATION DE LA RELATION DE PASCAL SUR LE TRIANGLE
o 12 3 4 5
01
11 1
2|1 2 1
311|138 3|1
411 4|64 1
5/1 5 1010 5 1
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C5.80. EXERCICE
. 2 . n . n-—1
1. Soit (n, p) € N° tel que 1 < k < n. Exprimer k r en fonction de n et r—1l"

-2
2. Soit (n, p) € N? tel que 2 < k < n. Exprimer k(k — 1) (Z) en fonction de n et (Il: 2),

C5.81. EXERCICE

1. Soit n e N*. Pour quelles valeurs de k € [0, n— 1] a-t-on (Z) < (kz 1)?

. n n
2. Soient n € N* et k € [0, n]. Pour quelles valeurs de ¢ € [0, n] a-t-on (6) = (k)?

C5.82. EXERCICE (FORMULE DES COLONNES)  Soient (1, p) € N? tel que p < n.

ok n+1
Démontrer Z = et illustrer cette propriété sur le triangle de Pascal.
C5.83. EXERCICE SoientneNetmeN*.

n m
Al'aide de la formule des colonnes (C5.82), calculer Z H (k+p).
k=0 p=1

g
C5.84. PROPOSITION (FORMULE DU BINOME DE NEWTON) Pour tout (a,b,n) e Cx C xN:

(a+b)" = Z (Z)akb”_k = Z (Z)a”_kbk.

k:0 k:o

C5.85. EXERCICE Calculer, pour tout n e N* :

> (Z) > (:)2" ) (Z)(_”k > (Z)(—l)ksk-l.

k=0 k=0 k=0 k=0

C5.86. LINEARISATION D’UNE EXPRESSION POLYNOMIALE EN COSINUS ET SINUS
« Une expression polynomiale en cosinus et sinus est une combinaison linéaire de termes de la forme
cos” (x)sin"(x) ot (n, m, x) e N x N x R.
« Linéariser une expression polynomiale en cosinus et sinus signifie I'écrire comme une combinaison
linéaire de termes de la forme cos(ax) ou sin(fx) ou (a, B, x) € R3.
e Lalinéarisation d’'une expression polynomiale en cosinus et sinus est un outil précieux pour calculer
des primitives.

2n 4n
C5.87. EXERCICE Soit n € N*. Calculer (1 + i)*" et en déduire les valeurs des sommes de Z (_1)k(2k et
k=0
2n—1 4
Y of 7.
=0 2k+1

" In n n
C5.88. EXERCICE En utilisant C5.80 calculer, pour tout 72 € N>, Z k(k) et Z kz(k)'
k=0 k=0

14
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n o\ (-1 k+1 noq

C5.89. EXERCICE Soit n € N*. Démontrer Z ( k)% = Z E’ en remarquant que, pour tout k € [1, n],
k=1 k=1

1 Yok

— = x* " dx.

=

C5.90. EXERCICE
1. Linéariser cos®(x), pour tout x € R.

2. En déduire une primitive de la fonction x — cos®(x).

C5.91. EXERCICE
1. Linéariser sin®(x), pour tout x € R.

2. En déduire une primitive de la fonction x — sin®(x).

C5.92. EXERCICE Soit x € R. Ecrire cos(5x) comme un polynoéme en cos(x).

C5.93. EXERCICE Soit x € R. Ecrire sin(6x) comme sin(x) multiplié par un polynéme en cos(x).
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