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CHAPITRE N°4
ENSEMBLES ET APPLICATIONS

§ 1 NOTIONS D’ENSEMBLE, D’APPARTENANCE ET DE SOUS-ENSEMBLES

C4.1. DEFINITION (ENSEMBLE ET APPARTENANCE)
1. Un ensemble E est une collection d’éléments.

2. Si x est un élément de E, on dit que x appartient a E et on note x € E.

C4.2. EXEMPLE (ENSEMBLES DE NOMBRES) Nous connaissons les ensembles de nombres N (ensemble
des entiers naturels), Z (ensemble des entiers relatifs),  (ensemble des nombres rationnels), R (ensemble des
nombres réels) et C (ensemble des nombres complexes). Nous savons : v/2 € R et v/2 ¢ Q (C1.60).

C4.3. DEFINITION (ENSEMBLE DEFINI EN EXTENSION)  Sil’on définit un ensemble E en dressant la liste
de ses éléments entre accolades, alors I’ensemble E est dit défini en extension.

C4.4. EXEMPLE (ENSEMBLE DEFINI PAR UNE LISTE FINIE D’ELEMENTS ENTRE ACCOLADES) L'ensemble
13 . , . - 13 e
E:= 1,—2,7,\/§,e+m est 'ensemble formé des 5 éléments 1,—2,7,\/§,e+m.A1n81 —2eEet5¢E.

C4.5. EXEMPLE (ENSEMBLE DEFINI PAR UNE LISTE D’ELEMENTS DEPENDANT D’UN PARAMETRE) Len-
semble E dont les éléments s’écrivent sous la forme 4k, o k € N, s’écrit :
E:={4k : keN}.

Ses éléments sont 0,4,8,12,16,20,24,28,32,...,4236,... Lensemble E est 'ensemble formé des multiples po-
sitifs ou nuls de 4.

C4.6. EXERCICE
1. Décrire I'ensemble E := {x* —3x+1 : x € R} par une phrase, puis en donner trois éléments.

r’-1
-, ol

2. Ecrire formellement I’ensemble F dont les éléments s’écrivent formellement sous la forme 5
r<+
r € Q, puis en donner trois éléments.

( B
C4.7. DEFINITION (INCLUSION, PARTIE, SOUS-ENSEMBLE)  Un ensemble E est inclus dans un ensemble
F si, tout élément de E est élément de F, i.e. si:

VxeE xeF.

Dans ce cas on note E c F et on dit que E est une partie ou un sous-ensemble de F.

\ J

C4.8. TRANSITIVITE DE I'INCLUSION  Soient E, F, G trois ensembles.

(EcFetFcG) — EcCF

C4.9. EXEMPLE (INCLUSIONS D’ENSEMBLES) NcZetZc@QdoncNcQ.
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C4.10. NEGATION D’UNE INCLUSION ENTRE ENSEMBLES  Soient E et F des ensembles. Ecrire la proposition
- (E c F) al’aide de quantificateurs.

C4.11. UN SCHEMA REDACTIONNEL D’UNE DEMONSTRATION D’INCLUSION D’ENSEMBLES  Pour démontrer
qu'un ensemble E est inclus dans un ensemble F, on pourra rédiger le début comme suit.

Soit x € E. Démontrons que x € F.

Il sera ensuite pertinent de traduire (par une identité par exemple) 'appartenance de x a E et 'appartenance
de x a F pour conduire la démonstration.

C4.12. EXEMPLE Soient les ensembles E := {20k -3 : ke N*} et F:={2¢+1 : £ eN}. Démontrer: E c F et
FZE.

(C4.13. DEFRINITION (ENSEMBLE VIDE)  L'ensemble ne possédant aucun élément est appelé ensemble
vide et est noté @.

\ J

C4.14. PROPOSITION (’ENSEMBLE VIDE EST INCLUS DANS TOUT ENSEMBLE)  Si E est un ensemble alors
@ cE.

(C4.15. DEFINITION (EGALITE D’ENSEMBLES)  On dit que deux ensembles E et F sont égaux si E c F et
FceE,i.e.:
(VxeE xe€F) et (VYyeF yeE).
Dans ce cas, on note E = F.

\ J

C4.16. NEGATION D’UNE EGALITE ENTRE ENSEMBLES  Soient E et F des ensembles. Ecrire la proposition
- (E = F) al’aide de quantificateurs.

C4.17. UN SCHEMA REDACTIONNEL D’UNE DEMONSTRATION D’EGALITE D’ENSEMBLES  Soit E et F deux
ensembles. Pour démontrer que E = F, on pourra rédiger le début comme suit.

Soit x € E. Démontrons que x € F.

Soit y € F. Démontrons que y € E.

C4.18. EXERCICE SoientE:={2k+1: keZletF:={3-2¢: ¢c7Z}.Démontrer: E=F.
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( )
C4.19. DEFINITION (ENSEMBLE DEFINI EN COMPREHENSION) Soit E un ensemble et P(x) un prédicat
en la variable x € E. Lensemble des éléments de E qui vérifient le prédicat P(x) est noté :

{xeE : Px)}.

Cet ensemble est donc obtenu en sélectionnant certains des éléments de E au moyen du prédicat P(x).

& J

C4.20. EXEMPLE  Les ensembles C* :={zeC: z#0}, U:={ze€C : |z|=1} et U; := {z€C : 2’ =1} sont
définis en compréhension.

C4.21. EXERCICE  Décrire les ensembles C*, U et U; de 'exemple C4.20 en extension.

C4.22. EXERCICE

1. Décrire 'ensemble E := {z€ C : 2°+z* + z® + 2% + z+ 1 = 0} par une phrase, puis en donner une des-
cription en extension.

2. Ecrire formellement 'ensemble F dont les éléments sont les réels y tels que cos(y) = sin(y), puis en
donner une description en extension.

C4.23. EXERCICE Soientles ensembles A:={xeR : sin(x) =0} et B:={km : ke Z}.

1. Décrire les ensembles A et B par une phrase et préciser leurs modes de définitions (en extension ou en
compréhension).

2. Justifier I'égalité ensembliste A = B.

§ 2 PRODUIT CARTESIEN D’UN NOMBRE FINI D’ENSEMBLES

(C4.24. DEFINITION (n-UPLET)  Soitne N>».

1. Un n-uplet est une liste ordonnée (avec répétitions éventuelles) de n éléments entourée de paren-
theses, e.g. (x1, X2,...,X,).

2. Par essence, si (X1, X2,...,Xy) et (y1,y2,..., Yn) sont deux n-uplets, alors :

(xl,xz,---,xn):(J/lyJ/Z,---,J/n) = VlE[[].,n]] xi:J’i-

( )
C4.25. DEFINITION (PRODUIT CARTESIEN UN NOMBRE FINI D’ENSEMBLES)  Soient n € N>j et Eq, By, ..., E,
n
des ensembles. Le produit cartésien H E; = E; x E» x...E,, est 'ensemble des n-uplets (x1, x2,...,X;) tels
i=1
que, pour tout i € [1,n], x; € Ej, i.e.:

n
[1Ei:={x1,x2,...,xp) : Yiel,nl x;€Ei}.
i=1

C4.26. EXEMPLE SiE={a,b,c}etF=1{1,2}alorsExF=1{(a,1),(a?2),(b]1),(b?2),(]1),(c2)}.

C4.27. EXERCICE Représenter graphiquement’ensemble [-1,2] x [3,4].
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C4.28. EXERCICE  Soit E un ensemble. Déterminer ¢ x E et E x @.
C4.29. EXERCICE Décrire 'ensemble H:={(x,y,2) € R® : x+ y+z=0} en extension.

C4.30. EXERCICE  Démontrer que Df(0,1) := {(x,y) € R* : x* + y* <1} n'est pas le produit cartésien de
deux parties de R.

§ 3 OPERATIONS SUR LES PARTIES D’UN ENSEMBLE

C4.31. DEFINITION (REUNION DE DEUX PARTIES D’UN ENSEMBLE)

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. La réunion de /8
A et B est'ensemble défini par : AUB

AUB:={x€eE:xeAoux€B}.

C4.32. DEFINITION (INTERSECTION DE DEUX PARTIES D’UN ENSEMBLE)

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Lintersection I
de A et B est'ensemble défini par : ANB

ANB:={xe€eE:xeAetxeB}.

C4.33. DEFINITION (COMPLEMENTAIRE D’UNE PARTIE D’UN ENSEMBLE)

Soit A une partie d'un ensemble E. Le complémentaire de
A est]’ensemble défini par:

|

A:={xeE:x¢A}.

Lensemble A est également noté A° ou E \ A.
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C4.34. DEFINITION (DIFFERENCE DE DEUX PARTIES D’UN ENSEMBLE)

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Lensemble A E
privé de B est’ensemble défini par : A\B

A\B:={x€A: x¢B}.

C4.35. APPARTENANCE A UN COMPLEMENTAIRE, UNE REUNION, UNE INTERSECTION, UNE DIFFERENCE
Soient A, B deux parties d'un ensemble E.

VxeE xeA< x¢A VxeE x€AUB < (x€Aouxe€B)

VxeE X€EANB < (xeAetxeB) VxeE xX€A\B < (xeAetx¢B)"

C4.36. REMARQUE Si A et B sont deux parties d'un ensemble E alors A\B=An B.

(C4.37. PROPRIETE (PROPRIETES DU COMPLEMENTAIRE, DE LA REUNION ET DE 'INTERSECTION) )
Soient A, B, C des parties d'un ensemble E.
1. Complémentaire du complémentaire
A=A
2. Lois de De Morgan
AUB=AnB ; AnB=AUB
3. Associativité de U et N
(AuUB)UC=AU(BUB) ; (ANB)NC=AnBnNQO)
4. Commutativité de U etn
AUB=BUA ; ANnB=BnA
5. Distributivité de U par rapport an
AUBNC)=(AuB)N(AuQ) ; (ANB)UC=(AuC)Nn(BUQO)
6. Distributivité de n par rapport a U
ANBUC)=(ANB)U(ANC) ; (AUB)NC=(ANC)uBNC)
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Ces propriétés sont les versions ensemblistes de celles vérifiées par les opérations lo-
Démonstration giques 7, V, A (cf. C1.14) via la correspondance entre — et le complémentaire, Vv et la
réunion, A et l'intersection.

C4.38. EXERCICE SoientA:={zeC:|z—1+i|<4}etB:={zeC : Re(z) > —1et |Im(z)| <2} deuxparties
de C. Déterminer A, AU B, A\ B, B\ A et représenter graphiquement ces ensembles.

C4.39. EXERCICE SoientA;:={z€C : Re(z)=Im(2)}etAy:={z€eC : Re(z) = -Im(2)}.
1. Justifier AyUA, ={z€C : |Re(2)| = |Im(2)|}.

2. Décrire I'ensemble UnN (A; U Ay) en extension.

C4.40. EXERCICE
1. Déterminer I’ensemble U;g N Usy.

2. Plus généralement, si (17, m) € N>o x N>», déterminer U, NU,,.

C4.41. EXERCICE Soient E et F deux ensembles. Soient A, C deux parties de E et B, D deux parties de F.
Démontrer :
(AxB)Nn(CxD)=(AnC)x(BnD).

C4.42. EXERCICE Soient A, B, C trois parties d'un ensemble E.
1. Démontrer que, si ANB=AUB, alors A=B.
2. Démontrer que,si AnNB=AnCet AUB=AuC alors B=C.
3. Une seule des deux conditions AnNB=AnC et AU B = Au C suffit-elle pour avoir B=C?

C4.43. EXERCICE Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
1. Résoudre I’équation AU X = B d'inconnue une partie X et E.

2. Résoudre I'équation An X = B d’'inconnue une partie X et E.

§ 4 ENSEMBLE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE

C4.44. DEFINITION (ENSEMBLE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE)  Soit E un ensemble. I’ensemble formé
de toutes les parties de E est noté 22 (E), i.e. :

PE)={A: AcCE}.

C4.45. EXEMPLE  Soit E = {a, b, c,d} un ensemble a 4 éléments. Une partie de E possede 0, 1, 2, 3 ou 4
éléments. Pour tout k € [0,4], nous posons :

P(E):={Ae€ P(E) : Apossede k éléments} .

Nous avons %) (E) = {@} et nous représentons les éléments de 22, (E), %, (E), 2?3(E), et 24(E) ci-dessous.

e@l(E e@l(E e@l(E) {d} e P (E {a,b} e P (E
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{a,c} € P, (E) {a,d} € 2, (E) {b, ¢} € 2 (E) {b, d} € 2, (E) {c,d} € 25 (E)

‘
‘
‘
‘
‘

{a,b,C}Eyg(E‘) {arb’d}eg?)(E) {a)cyd}eg?)(E) {b»c;d}€<@3(E) E:{arb)c)d}egll(E)

‘
‘
‘
‘
‘

Nous remarquons que :
X 4) X 4) X 4]
2y (E) possede 1 = (0) élément. P (E) possede 4 = (1) éléments. P, (E) possede 6 = (2) éléments.

2P5(E) possede 4 = (

w
~————

4
éléments. 22, (E) possede 1 = (4) élément.

(4] &[4
Ainsi, 2(E) possede ) ( k) =y ( k)lk 147% = (1+1)* =2* = 16 éléments.
k=0 k=0

C4.46. APPARTENANCE A UN ENSEMBLE DE PARTIES  Soit E un ensemble.

AeP(E) «<— AcCE

On veillera a ne jamais confonde le symbole appartenance € et le symbole inclusion c quand on
considérera des éléments ou des ensembles. Il faudra en particulier étre vigilant avec des ensembles
de parties d'un ensemble, cf. C4.46.

C4.47. EXERCICE Soient E un ensemble. Nous observons que, si F est une partie de E, alors 'ensemble
Z2(F) est naturellement un sous-ensemble de 2 (E) par transitivité de I'inclusion (cf. C4.8). Soient A et B des
parties de E.

1. Démontrer Z2(A) N2 (B) = Z?(AN B).

2. Démontrer 2(A) U (B) c (AU B). Linclusion réciproque, (AU B) c 22(A) U 2 (B) est-elle néces-
sairement vraie?

C4.48. EXERCICE Décrire 22(@), 2P (2P(@)) et P (2P (P (D))).
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§ 5 NOTION D’APPLICATION

rC4.49. DEFINITION (APPLICATION)

Soient E et F deux ensembles. Une application f de E dans F associe
a chaque élément x de E un unique élément f(x) de F :

E — F
) x — f(x).

o QM
W N =T

Lensemble E est appelé ensemble de départ (ou source) de I'applica-

tion f et!’ensemble F ensemble d’arrivée (ou but).

& J

C4.50. ExempLE Ci-dessous on donne trois exemples d’applications.

7 — N
n — n+7

R — R
x +— In(x*+3)

*@({ay b» c, d}) - <@({ar d})

f5 A —  Ania,d}

h 12

C4.51. EXERCICE Justifier que les applications suivantes ne sont pas bien définies.

E F E F E F
4 h . 4 f2 . 4 B .
b 2 b 2 b 2
c 3 c 3 c 3
d 4 4 4
C4.52. EXEMPLE Les applications suivantes sont-elles bien définies ? Justifier la réponse.
RZ —— R* R — Ry cC — R
h (x, ) — x*=2x%2y3+ 5 fa x —— x*2-4x+3 Ja z — iz—iz
Une application est définie par :
» son ensemble de départ (source) E;
g% e son ensemble d’arrivée (but) F;
« une regle (ou formule parfois) qui assigne a chaque élément x de E un unique élément f(x)
de F.
En aucun cas, une application f ne peut étre définie par une formule f(x) =...

C4.53. EGALITE DE DEUX APPLICATIONS  Soient des ensembles Ej, Eo, Fi, Fo.
Deux applications f,: E; —— Fj et f,: E; —— F» sont égales si :

(1) Ey = Es;

(2) Fi=F,;

(3) pourtout x € Ey = Ey, fi(x) = fo(x).

C4.54. DEFINITION (IMAGE D’UN POINT DE LA SOURCE, ANTECEDENT D’UN POINT DU BUT)
Soient E, F deux ensembles et f: E F une application.

e Limage d'un élément x de E par f estl'élément f(x) € F.

* Un antécédent d'un élément y € F par f est un élément x € E tel que f(x) = y.
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C4.55. EXERCICE Soit f 'application définie par :

1,400 — R
X — x2—4x+3.

f

1. Quelles sontles imagesde 1, 2 et 3 par f?

2. Soit y € R. Etudier les antécédents de y par f, en distinguant plusieurs cas.

C4.56. DEFINITION (ENSEMBLE D’APPLICATIONS)  Soient E et F deux ensembles. Lensemble formé par
toutes les applications de E dans F est noté FE ou % (E, F).

C4.57. EXERCICE Donner un élément de chacun des ensembles ZV, N4, R® et [-1,1]R.

( C4.58. DEFINITION (GRAPHE D’UNE APPLICATION) )
Soient E, F deux ensembles et : F Iy
E — F E F
4 °
Pl — fw a ! 1 ) .
b 2
une application. Le graphe Iy de I'applica- c 3 2
tion f estla partie de E x F définie par : 4 1 ¢
E
Tyo={(x,f(x) : xe E} . “bc
C4.59. EXEMPLE (GRAPHE D’UNE RESTRICTION DE LA FONCTION RACINE CARREE)
Le graphe de I'application )
[0,6] — R
’ 3 1
f x — Jx
2 . 2 £
défini par :
Ip:={(x,vx): xe[0,6]} 1
est représenté ci-contre. * * * * * t— X
0 1 2 3 4 5 6

C4.60. EXERCICE Soit f I'application définie par :

[1,10] — R
X — 2Xx+1.

f

Les points (2,5), (7,13), (0, 1) appartiennent-ils au graphe I'y de f?
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C4.61. EXERCICE

Soit I'application f: [0,4] —— R dont le graphe est repré- y
senté ci-contre. 31
1. Quelle est la partie entiéere de f(2)?
2. Combien 4 possede-t-il d’antécédents par f? 27
3. Combien 2 possede-t-il d’antécédents par f? 1L
4. Combien 0 posséde-t-il d’antécédents par f?
: : : — X
0 1 2 4
-14
24

C4.62. EXERCICE Soient E, F deux ensembleset f: E F une application.
1. Soit x un élément de E fixé. Combien d’éléments y € F vérifient (x,y) € ['f?

2. Soit y un élément de F fixé. Peut-on énoncer une propriété générale sur I'’ensemble des x € E tel que
(x,y) € I'p? Justifier la réponse, en donnant plusieurs exemples.

§ 6 FONCTION INDICATRICE D’UNE PARTIE D’UN ENSEMBLE

( R
C4.63. DEFINITION (FONCTION INDICATRICE D’UNE PARTIE D’UN ENSEMBLE)  Soient E un ensemble et
Aune partie de E. La fonction indicatrice de A est la fonction :

E — {0,1}
Ta X 1 sixeA
0 six¢A.

C4.64. EXERCICE Représenter graphiquement la fonction 7,_; 3;: R —— {0, 1}.

C4.65. FONCTION VALEUR ABSOLUE

La fonction valeur absolue est définie par : y
LR R 37
X — max{—-x,x}.

21

Ecrire, pour tout x € R, | x| a 'aide de deux indica-
trices de parties de R. 1+

: : : : : — X
-3 -2 -1 0 1 2 3

(C4.66. EXERCICE (L'INDICATRICE CARACTERISE LA PARTIE)  Soient E un ensemble et A, B deux parties de
E. Démontrer que A = B si et seulement si T4 = 1p.

C4.67. EXERCICE (INDICATRICE ET OPERATIONS SUR LES PARTIES D’UN ENSEMBLE)  Soient E un ensemble
et A, B deux parties de E. Soit x € E.

1. Exprimer T+(x) en fonction de T4(x).
2. Exprimer T4~5(x) en fonction de T4(x) et 15(x).

3. En déduire une expression de T4, (x) en fonction de 14(x) et Tg(x).

10
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§ 7 IMAGE DIRECTE ET IMAGE RECIPROQUE

rC4.68. DEFINITION (IMAGE DIRECTE ET IMAGE RECIPROQUE)
Soient E, F deux ensembles et f: E—— F une application.

(1) Soit A une partie de E. Limage de A par f, notée f(A), est la
partie de F formée par les éléments f(x) € F lorsque x parcourt A :

Représentation de f(A) ‘

fA={f(x) : xeAlcF.

(2) Soit B une partie de F. Limage réciproque de B par f, notée
f~1(B), estla partie de E formée par les éléments x € E tels que f(x) €
B.

Représentation de f~1(B)

f'B)={x€E: f(x)eB}cE.

C4.69. EXERCICE (DETERMINATION D’IMAGES DIRECTES ET D’IMAGES RECIPROQUES)  Soit 'application :

R+ - [R
! X — x°—4x-4.
Déterminer f([0,6]) et £~ ([—4,6]).

C4.70. REMARQUE (IMAGES RECIPROQUES DE @ ET DU BUT, IMAGES DIRECTES DE @ ET DE LA SOURCE)
Soient E, F deux ensembles et f: E—— F une application. Alors :

fler=9 fUP=E f@=¢
mais f(E) n'est pas nécessairement égal a F, comme le montre ’exemple de I"application :

E:={0,1} — F:={2,3}
f 2

X —_—

pour laquelle f(E) = {2} # F.

-
C4.71. PROPRIETES (DES IMAGES DIRECTES ET DES IMAGES RECIPROQUES)
Soient E, F deux ensembles et f: E—— F une application.

1. V (A, A) € 2(E)* f(A1UA) = f(ADU f(Ag).

2. V(B),B) e Z2(F)? fUB1UB)=f1BNUSf 1By et f1BinBy)=f"1B)Nf(B.
3. VBeZ(F) fY(F\B)=E\f (B

4. fFUfE)=E

C4.72. EXERCICE Soient E, F deux ensembleset f: E F une application.

1. Soient A;, A, deux parties de E. Démontrer que f(A; N Az) < f(A1) N f(A2) mais que cette inclusion
n’est pas nécessairement une égalité.

2. Démontrer que f (f~'(F)) € F mais que cette inclusion n’est pas nécessairement une égalité.

11
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§ 8 FAMILLE D’ELEMENTS D’UN ENSEMBLE

)
C4.73. DEFINITION (FAMILLE D’ELEMENTS D’UN ENSEMBLE)  Soient [ et E deux ensembles.

1. Une famille d’éléments de E indexée par I est une application :

I — E

que I'on notera plus simplement (x;)e;.

2. Lensemble des familles d’éléments de E indexées par I est noté E.

C4.74. EXEMPLE Une famille (u,),en d’éléments de R indexée par N est aussi appelée «suite réelle indexée
par N ».

p
C4.75. DEFINITION (REUNION ET INTERSECTION D’UNE FAMILLE DE PARTIES)
Soient I, E des ensembles et (A;) ;c; une famille de parties de E.

(1) Laréunion de la famille (A;);cs est:

‘ Diagramme de Venn

JAi:={xeE:Jiel xeA;.

iel
(2) Lintersection de la famille (A;);er
est:

‘ Diagramme de Venn

(NAi:={x€eE:Viel xeA;}.

iel

( A
C4.76. PROPRIETES (DES OPERATIONS SUR LES FAMILLES D’ENSEMBLES) Soient E, I, ] des ensembles.
On considere deux familles (A;) i1, (Bj) je; de parties de E.

1. Lois de De Morgan

Un-N% e Na=UT

iel iel iel iel

2. Distributivités

UA

iel

N

U B;

je

= U AinB; et
(i, )elx]

(A

iel

U

(1 B;

jeJ

= m A; UB]'
(G, ))elx]

C4.77. EXERCICE Soit E un ensemble. Justifier | J {x} = E.

x€eE

C4.78. EXERCICE Lensemble R est archimédien, i.e. :

() VxeR dNeN X< N.

Démontrer |

neN*

1
;,1]_]0,1] et M)

neN*

11
- — [ = {0} al’aide de la propriété (x).
n

12
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§ 9 COMPOSITION D’APPLICATIONS

rC4.79. DEFINITION (COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS)  Soient E, F, G des ensembles et f: E—— F, )
g: F —— G des applications. La composée des applications f et g est 'application :

E — G

gof | v — s(fe.

Nous représenterons souvent '’application go f al’aide d'un diagramme comme ci-dessous.

gof

Avant de considérer la composée go f de deux applications f et g, nous aurons toujours le souci de
vérifier qu’elle est bien définie, i.e que le but de f coincide avec la source de g.

®

(C4.80. EXERCICE (LA COMPOSITION N’EST PAS COMMUTATIVE)  Soient les deux applications :

f R — R ot R — R
x — x? £ | x — 2x+1.
Justifier que les applications go f et f o g sont bien définies, puis les calculer. Commenter.

C4.81. REMARQUE (LA COMPOSITION EST ASSOCIATIVE)  Soient E, F, G, H des ensembles et f: E —— F,
g: F—— G, h: G—— H des applications. Alors ho(go f) = (hog)o f.

hog

ho(ge f)=(hog)e f

On note donc simplement h o go g I'application ho(go f) = (hog)o f.

( )
C4.82. DEFINITION (RESTRICTION ET CORESTRICTION D’UNE APPLICATION) Soient E, F des ensembles
et f: E—— F une application.

1. Soit A une partie de E. La restriction de f a A est’application :

A — F

fia x — f(x).

2. Soit B une partie de F telle que f(E) c B. La corestriction de f a B est’application :

E — B

|B
! x — fx).

13
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C4.83. EXERCICE (DECOMPOSITION D’UNE FONCTION HOMOGRAPHIQUE)
1. Soit la fonction homographique :
R\{2} — R\{3}

3x+14
f X — .
x—-2

Justifier que la fonction f est bien définie et I'écrire comme la composée f3o f, o f; de trois
applications fi, f>, f3 ou:

 fi qui est une restriction et corestriction de fonction affine;

e f> qui est la fonction inverse;

 f3 qui est une restriction et corestriction de fonction affine.

2. Généraliser le résultat a toute fonction homographique (quotient de deux fonctions affines).

C4.84. DEFINITION (APPLICATION IDENTITE D’UN ENSEMBLE)  Soit E un ensemble. L'application iden-
tité de E est :
E — E

id
Elx — x.

C4.85. EFFET D’UNE COMPOSITION PAR ’APPLICATION IDENTITE  Soient E, F des ensembleset f: E—— F
une application. Alors :

foidg=f et idpog=g.

C4.86. EXERCICE (INVERSIBILITE ET INVERSE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE) Pour tout (a,b) € C* x C, on
définit la similitude directe f, ; par:

C — C

z — az+b.

fa,b

1. Soit (a,b) € C* x C. Démontrer qu'il existe un unique couple (c,d) € C* x C tel que :
fa,bofc,d:idc et fc,dofa,bZidc .

2. Proposer une solution géométrique de Q1, en utilisant 'interprétation géométrique d'une simititude
(cf. C3.171). On considérera d’abord le cas a = 1, puis le cas a # 1.

C4.87. EXERCICE (PROPRIETE UNIVERSELLE DU PRODUIT CARTESIEN)  Soient E, F;, F»> des ensembles. Nous
définissons les projections canoniques 7; et 7, par:

hLxF, — F; hxF — F

t
ﬂl V1,y2) — N € 2 V1,y2) — e

Démontrer que pour tout f € (F; x F»)F il existe un unique f; € FF! et un unique f, € F*2 tels que :

flzﬂ'lof et fgzﬂgof.

14
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§ 10 INJECTION ET SURJECTION

rC4.88. DEFINITION (APPLICATION INJECTIVE) Soient E, F des ensembles et f: E —— F une appli- )
cation. L'application f est injective, et I'on note f: E —— F, si I'une des trois conditions équivalentes
suivantes est vérifiée.
@) V(x,x) €E*  flx)=flx)=x1=2 = f .
(b) Tout élément de F possede au plus un antécédent par f dans E. Z é
(c) Pour tout y € F, 'équation f(x) = y d'inconnue x dans E posséde c > < 3
au plus une solution. 4
- J

C4.89. EXERCICE Les applications suivantes sont-elles injectives?

E F E F E F
a S 1 a&l a fs 1
b 2 b 2 b§2
Cc 3 c 3 C/3
d 4 4 d

C4.90. UN SCHEMA REDACTIONNEL D’UNE DEMONSTRATION D’INJECTIVITE  Soient E, F des ensembles et
f: E—— F une application. Pour démontrer que f est injective, on pourra rédiger le début comme suit.

Soient x1, x, deux éléments de E tels que f(x;) = f(x2). Démontrons que xj = Xy.

C4.91. EXERCICE Les applications suivantes sont-elles injectives?

R — R [1,+0c0[ —— R cC — C

f2 f3 3

X —  XxX2-2x+2 X —  X2—2x+2 z — oz

h

C4.92. EXERCICE Soient E, F des ensembles et f: E —— F une application.

1. Que dire de I'application f si elle vérifie la propriété suivante?
V(x,x) €E° x1#xp= fx1) # f(x2)
2. Que dire de I'application f si elle vérifie la propriété suivante?

A(x, ) €E? x1#xpet f(x1) = f(x).

15
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C4.93. EXERCICE (INJECTIVITE ET STRICTE MONOTONIE)

1. Soit A une partie de R et f: A—— R une fonction strictement croissante, i.e. telle que :
Vx,x) € A2 x<x= f(x1) < f(x2).

Démontrer que f est injective.

2. Donner une fonction de R dans R qui est croissante, i.e. telle que :
Vi, x)eA”  x<x= fx)<flo).

mais non injective.

3. Donner une fonction g: R* —— R qui est injective, mais non strictement monotone sur R*.

C4.94. EXERCICE Soient les applications:

R — R cC — C
hf et f

x — e z — e~

Démontrer que 'application f; est injective et que I'application f, n’est pas injective.

(C4.95. EXERCICE SoientE, F desensembleset f: E—— F une application. Démontrer que f estinjective
si et seulement si :
V(A A) € 2(E)?  f(AINAg) = f(ADN f(A).

p
C4.96. PROPOSITION (INJECTIVITE ET INVERSIBILITE A GAUCHE)
Soient E, F des ensembles non vides et f: E—— F une application.

f estinjective < (IgeF(EE) gof=idg)

C4.97. REMARQUE Soient les applications :

f R+ I R et R — [R+
x — JVx § | x — x2.

1. Justifier go f =idg-.

2. Les fonctions f o g etidg sont-elles égales?

( C4.98. PROPOSITION (COMPOSITION ET INJECTIVITE) )
Soient E, F, G des ensembles et f: E F,g:F G des applications.
1. f et g sontinjectives = go f estinjective
2. go f estinjective — f estinjective
\ J

C4.99. EXERCICE  Donner, a 'aide de diagrammes de Venn, des ensembles E, F,G et une application
f: E—— F etune application g: F —— G non injective, telles que go f est injective.

16
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(C4.100. DEFINITION (APPLICATION SURJECTIVE)  Soient E, F des ensembles et f: E—— F une appli- ]
cation. LUapplication f est surjective, et I'on note f: E —— F, sil'une des trois conditions équivalentes
suivantes est vérifiée.

I8 F
(@ VyeF 3dxeE fx)=y f
(b) Tout élément de F posséde au moins un antécédent par f dans E. Z } f %
(c) Pour tout y € F, I'équation f(x) = y d'inconnue x dans E possede ) 3
au moins une solution. d /
C4.101. EXERCICE Les applications suivantes sont-elles surjectives?
F
h f2 f3

o S I

1
— Lo
3

/

Qo T I
S W DND—= T
B~ W DN T
Q o T ™

4

C4.102. UN SCHEMA REDACTIONNEL D’UNE DEMONSTRATION DE SURJECTIVITE  Soient E, F des ensembles
etf: E F une application. Pour démontrer que f est surjectivité, on pourra rédiger le début comme suit.

Soit y € F. Démontrons qu’il existe x € E tel que f(x) = y.

C4.103. EXERCICE Les applications suivantes sont-elles surjectives?

R R £ R — [3, +o0o] £ C — C
X —  4x’+4x+4 2l x — 4x’+4x+4 31z — 4z%2+4z+4

h

C4.104. EXERCICE Soient E, F des ensembles et f: E —— F une application. Que dire d'une application
f vérifiant f(E) = F?

C4.105. EXERCICE Soient les applications :

R — R* c — C*

h

z — e°.

Justifier que 'application f; n’est pas surjective et que I'application f> est surjective.

.
C4.106. PROPOSITION (SURJECTIVITE ET INVERSIBILITE A DROITE)
Soient E, F des ensembles non vides et f: E F une application.

f estsurjective < (g€ F(FE) fog=idF)

C4.107. EXERCICE  Soient E, F des ensembles non vides et f: E —— F, g: F —— E des applications
telles que go f =idg. Que dire des applications f et g?

17
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rC4.108. PROPOSITION (COMPOSITION ET SURJECTIVITE)
Soient E, F,G des ensembleset f: E—— F, g: F G des applications.

1. f et g sont surjectives = go f estsurjective

2. go f estsurjective = g estsurjective

C4.109. EXERCICE  Donner, a I'aide de diagrammes de Venn, des ensembles E, F,G et une application
f: E—— F non surjective et une application g: F —— G, telles que go f est surjective.

§ 11 BIJECTION

(C4.110. DEFINITION (APPLICATION BIJECTIVE)  Soient E, F des ensembles et fE F une appli- )
cation. L'application f est bijective, et 'on note f: E —— F, si I'une des quatre conditions équivalentes
suivantes est vérifiée.

(a) L'application f est injective et surjective. E F
(b) VyeF 3I'x€E fx)=y a f 1
(c) Tout élément de F possede un unique antécédent par f dans E. b 2
(d) Pour tout y € F, I'équation f(x) = y d'inconnue x dans E posséde c 3

une unique une solution. d 4

C4.111. EXERCICE  Dresser la liste de toutes les applications bijectives de 'ensemble E := {a, b, ¢} dans
I'ensemble F:={1,2,3}.

C4.112. EXERCICE Les applications suivantes sont-elles bijectives?

; Ry — R f| 17008l — 2ol f " o
1 x — 3 2 X —  x*=10x+27 Sy — Y
- X

-
C4.113. DEFINITION (INVERSIBILITE ET RECIPROQUE D’UNE APPLICATION) Soient E, I des ensembles
et f: E—— F une application.

1. L'application f est inversible s’il existe une application g: F —— E telle que:
go f=idg et fog=idp.

2. Si f est inversible, I'application g introduite en 1 est unique. Elle est notée f~! et est appelée
application réciproque de f.

@ ‘ Si f est une application, on ne peut considérer sa réciproque f~! qu’apres avoir établi I'inversibilité

de f.

18
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~N

(Ca.114. DERNITION (BIJECTIVITE ET INVERSIBILITE)  Soient E, F des ensembles et f: E —— F une
application.

1. L'application f est inversible si et seulement si elle est bijective.
2. Si f est bijective alors son application réciproque est I'application :

F — E
y +~— l'unique x € E tel que f(x) =y.

=

C4.115. ExXERrRcCICE Dansl'exercice C4.112 nous avons établi la bijectivité de I'application :

X —  x2—-10x+27

Expliciter sa réciproque f~'.
C4.116. EXERCICE Démontrer que I'application :

C — C
z — 5-13z

f

est bijective et calculer son application réciproque.
C4.117. EXERCICE Démontrer que I'application :

R\{1} — R\{-1}
f x+1

X — _—

1-x
est bijective et calculer son application réciproque.
C4.118. EXERCICE Démontrer que I'application :

R — R
sh ef—e*

X +—

est bijective et calculer son application réciproque.
C4.119. EXERrRCICE Démontrer que I'application :
IR+ - [1) +OO[
e*+e”
f X [ — —_—
2
bien définie, bijective et calculer son application réciproque.
(C4.120. EXERCICE Démontrer que I'application :
R — |-11[
f eX—e %

X —_—
e*+e ¥

bien définie, bijective et calculer son application réciproque.

19
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C4.121. EXERCICE Soient E, F des ensembles et f: E —— F une application bijective.

1. Que valent les applications fo f~'et f~1o f?

2. Justifier que f~! est bijective et expliciter (f~1)".

rC4.122. PROPOSITION (COMPOSITION ET BIJECTIVITE)
Soient E, F,G des ensembles et f: E F, g: F—— G des applications.

f et g sont bijectives = (gof est bijective et (gof)_1 = f! og_l)

C4.123. EXERCICE Soient E, F,G des ensembles et f: E—— F, g: F —— G des applications telles que
go f estbijective.
1. Que dire des applications f et g?

2. Les applications f et g sont-elles nécessairement bijectives?

C4.124. REMARQUE Soient E, F des ensembles et f: E—— F une application bijective. Soit B une partie
de F. Notons :

o A; I'image réciproque de B par f;

o A, l'image directe de B par f!.
Alors A; = A, et donc la notation f~!(B) est non ambigué.

®

C4.125. EXERCICE Soient A, B,C,D des ensembleset f: A—— B, g: B—— C, h: C—— D des appli-
cations.

Si E, F sont des ensembles, si f: E —— F est une application non bijective alors f ~1(B) n'est pas
{f~1(») : y € B} puisque 'application f~! n’est pas définie. En effet, f n’est pas inversible.

1. Démontrer que les applications go f et ho g sont bijectives si et seulement si les applications f, g, h
sont bijectives.

2. On suppose que les applications f, g, h sont bijectives. Expliciter la réciproque de 'application hogo f
al’aide des applications réciproques de f, g, h.
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