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CHAPITRE N°3

NOMBRES COMPLEXES

OBJECTIFS

Définir un ensemble de nombres C munis d’opérations qui lui confere la strucure de corps.
Développer la technique calculatoire dans le corps C.

Résoudre des équations algébriques dans C.

Donner une interprétation géométriques des nombres complexes qui livre un dictionnaire entre C et
le plan.

Etudier des problémes de géométrie plane grace aux nombres complexes.

. Définir une exponentielle complexe.

. Etudier des problémes de trigonométrie grace a I'exponentielle complexe.

L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

C3.2.

. Existence Un nombre complexe est un « nombre » qui s’écrit sous la forme a + ib, ou a et b sont

. Forme algébrique D’apres 1. et 2., tout nombre complexe z s’écrit d'une unique maniere sous la

DEFINITION (NOMBRE COMPLEXE)

des nombres réels.

Unicité Soient desréels ay, by, a», by. Alors :

at+iby=a+ib, <= (aj=aretb;=>by).

forme z = a+ib, ou a et b sont des nombres réels. Cette écriture de z est appelée forme algébrique
de z.

C3.3.

REMARQUE

1. Sia€R, alors le nombre complexe a + i0 est simplement noté a.

2. Si beR, alors le nombre complexe 0 + i b est simplement noté ib.

C3.4.

C3.5.

1 3
EXEMPLE Lesnombres1+ i, 5 + i%, 0, 7i et In(2) + iz sont des nombres complexes.

NOTATION (ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES) Lensemble formé par tous les nombres com-

plexes est noté C :

C:={a+ib:acRetbeR}.

D’apres C3.3, Rc C.

C3.6.

EXERCICE (INCLUSION DE R DANS C EST STRICTE)  Justifier qu’il existe des nombres complexes non

réels, grace a I'unicité dans C3.2.
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C3.7. DEFINITION (PARTIE REELLE ET PARTIE IMAGINAIRE D’UN NOMBRE COMPLEXE) Soit z € C. Par
définition, il existe un unique couple (a, b) € R? tel que z= a + ib.

1. Partieréelle Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et est noté Re (z).

2. Partieimaginaire Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et est noté Im (z).
Ainsi :

Re(z) R Im(z) eR z=Re(z)+ilm(z).

C3.8. EXEMPLE Re(7+13i)=7etRe(7+13i)=13.

C3.9. DEFINITION (IMAGINAIRE PUR)  Un nombre complexe est appelé imaginaire pur s'il s’écrit sous
la forme ib ou b est un nombre réel.

C3.10. NOTATION (ENSEMBLE DES NOMBRES IMAGINAIRES PURS)  Lensemble formé par tous nombres
imaginaires purs est noté iR :
iR:={ib: beR}.

D’apres C3.3, iRc C.

C3.11. PROPOSITION (CARACTERISATIONS DES NOMBRES REELS ET DES NOMBRES IMAGINAIRES PURS)
Soit z € C.

1. Caractérisation des réels

zeR < Im(2)=0

2. Caractérisation des imaginaires purs

Zz€IR < Re(z)=0

§ 2 OPERATIONS SUR LES COMPLEXES

C3.12. DEFINITION (ADDITION ET MULTIPLICATION DANS C) Si z) et zp sont de formes algébriques
zZ1=a1+iby etzy =ap+iby ou ay, by, ay, by sont réels alors on pose :

Z1+Z2=(6ll+ag)+i(b1+b2) et z1><22:(alag—b1b2)+i(a1b2+b1a2)

eR €R E@ eR

Le nombre complexe z; x zp sera noté z; z.

\ J

C3.13. EXERCICE Posonsz; =2-3i et zp = —1+5i. Calculer i = i x i, z; + 2, et 2, 2z, a’aide de la définition
C3.12
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C3.14. PROPRIETES (DE UADDITION ET DE LA MULTIPLICATION DANS C)  Soient z;, 23, 23 des nombres
complexes.

1. Propriétés de l'addition

(a) Laddition est associative

Vz1€eC VzoeC VzzeC (z1+22)+ 23 =21+ (20 + 23)

On peut donc se passer des parenthéses quand on calcule la somme de plusieurs nombres com-
plexes.

(b) Laddition possede un élément neutre (le nombre0)

VzeC z2+0=0+2z=z2

(c) Tout nombre complexe posséde un opposé

VzeC 37 eC z+7Z =72 +2=0

Si z est un nombre complexe, I'unique nombre complexe z’ introduit ci-dessus est noté —z et

est appelé opposé de z. En outre| —z=—-Re(z)—-ilm(z).

(d) Laddition est commutative

Vz1eC VzeC Z1+t22=22+ 2

2. Propriétés de la multiplication

(@) La multiplication est associative

Vz1eC Vzel Vzzel (21 X 29) X 23 =21 X (22 X 23)

On peut donc se passer des parenthéses quand on calcule le produit de plusieurs nombres com-
plexes.

(b) La multiplication posséde un élément neutre (le nombre 1)

VzeC zxl=1xz=2z2

(¢) La multiplication est commutative

Vz1eC VzeC 21X 22 =29 %X 2]

3. Propriétés mixtes

(@) Distributivité a gauche

Vz1eC VzoeC VzzeC (z1+22) X 23=21 X 23+ 22 X Z3

(b) Distributivité a droite

Vz1eC VzpelC Vzzel Z1%(20+23) =21 xX22+2] X 23
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C3.15. REMARQUE (COHERENCE ENTRE LA NOTATION SOUS FORME ALGEBRIQUE ET LES OPERATIONS)

1. Si b est un nombre réel, alors ib est bien une multiplication (notation non ambigué). C’est la multipli-
cationde i =0+ il parleréel b= b+ i0.

2. Siaet bsontdeux nombres réels, alors la notation a+ib est bien une addition (notation non ambigué).
C’estla somme du réel a = a + i0 et de 'imaginaire pur ib =0+ ib.

C3.16. REMARQUE (OPPOSE VERSUS MULTIPLICATION PAR —1)  Si z € C alors 'opposé de z, noté —z, coin-
cide avec le complexe (—1) x z.

C3.17. METHODE PRATIQUE POUR CALCULER DANS C  Les régles de calcul pour I'addition et la multiplica-
tion dans C sont les mémes que dans R, excepté qu'une nouvelle :

ixi=-1.

est ajoutée.
. . 1 5.
C3.18. EXERCICE Soientz; =7-3ietz; = 3 + El' Calculer :

Z1+ 22 2122 ZAILI: L1 XZ1 XZ1 X241

al’aide des propriétés C3.14.

)
C3.19. PROPOSITION (IDENTITES REMARQUABLES DANS C)  Si z est un nombre complexe, alors on pose

Z22:=zxz.

l. Vz;€C VzeC (zl+zz)2:zf+22122+z§.
2. Vz1eC VzeCl (zl—zz)zzzf—2z122+z§.

3. VZ1€C VzeC  (21+2)(21—22) =25 — Z3.

( A
C3.20. PROPOSITION-DEFINITION (NOMBRE COMPLEXE INVERSIBLE ET INVERSE D’UN TEL]) Soitz € C.
1. On dit que z est inversible (pour la multiplication) s’il existe z' € Ctel que zx z' = z' x z = 1.

2. Si z est inversible, alors le nombre complexe z' tel que z x 2’ = 2’ x z = 1 est unique. On I'appelle
1

inverse de z et on le note z7! ou —.

zZ

C3.21. ExXERCICE Démontrer que z =1+ 2i est inversible et donner son inverse.

(C3.22. REMARQUE Lenombre 0 n'est pas inversible.

p
C3.23. PROPOSITION (INVERSIBILITE ET INVERSE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL) Soit zun nombre
complexe non nul. On introduit la forme algébrique z= a+ ib de z, ou a et b sont des réels.

1. zestinversible.
5 ol a—ib
. Z = —
a’+ b?

C3.24. EXERCICE Calculer I'inverse des nombres complexes suivants.

9_s; . 72,
Z1 = 42—Jl1 Zo=1 Za=———1] Z1 =
1 2 3 3 5 4

|
[
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C3.25. NOTATION FRACTIONNAIRE Siz; € Cetzp e C*:=C)\ {0}, alors on pose:

Z1 1
— =z x—.
22 22

1-3i
+2i

C3.26. EXERCICE Déterminer la forme algébrique de

C3.27. PROPOSITION (C EST INTEGRE)

V(zl,zz)czdi2 2129=0 = (z1=00u 2z, =0)

C3.28. EXERCICE (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EQUATION QUADRATIQUE)
1. Calculer (2 —3i)2.

2. Résoudre I'’équation :
(B)  (1+{)z*-7+17i=0

d’inconnue z € C.

C3.29. NOTATION (PUISSANCE D’UN NOMBRE COMPLEXE)  Soient z€ C* et n€ Z. On pose :
1 sin=0;

ZX...XZ sin>1;
———
n ) n fois

27 x...xz ! sin<l.
——

—n fois

Cette notation puissance possede les propriétés suivantes.

(1) VzeC* VY(n,m)ezZ? zhzh=zutm
(2) VzeC* Y (n,ny)eZ? (z"M)"2 = gmxm

3) V(z1,22)eC*xC* VneZ (z2122)" = z{' 2}

Si n € N*, on pose 0" = 0. Enfin, on adopte la convention suivante : 00=1.

1 V3
C3.30. EXERCICE (CALCULS DE PUISSANCES) Soientz; =1+ietzy = >+ i7. Calculer 2%, 2}, z3, 25.
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§ 3 REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

C3.31. NotaTION  On fixe, pour toute la suite de ce chapitre, un repére orthonormé (O; u, v) du plan
usuel 2.

C3.32. DEFINITION (POINT DU PLAN &2 ASSOCIE A UN NOMBRE COMPLEXE)
On associe a un nombre complexe z le point M(z) du 1

2 €
plan &2 de coordonnées (Re(z),Im (z)) dans le repere Im(z) F=======-- 7M(z)
orthonormé (O; U, V). Ainsi : 1 :

7 :

OM(z)=Re(z) U +Im(2) V. 1 : ;

-1+

7
C3.33. EXERCICE Placer les points du plan & associés aux nombres complexes 3 —2i, —1 + > i,4et—-2i.

C3.34. DEFINITION (AFFIXE D’UN POINT DU PLAN &)

Soit M un point du plan & de coordonnées (a, b) 2 1 ap
dans le repére orthonormé (O; U, V). On lui associe le M, el b=Im (zp)
nombre complexe : E 1x
, -3.-2 -1V 1 2 3
zy=a+ib by | — | |
a=Re(zy) O u
appelé affixe du point M. -1+

(C3.35. EXERCICE Soit z € C. Quelle est I'affixe du point M(z) du plan £2?

C3.36. IDENTIFICATION DE C AVEC LE PLAN &  Grace a C3.32 et C3.37, nous définissons deux applications :

C P ot » — C
z — M2 M — zy
qui sont inverses 'une de I'autre :
(VzeC  zpmp=2) et (VMeZP  M(zy)=M).

Ces deux constructions initient la construction d'un dictionnaire qui va nous permettre :
¢ de donner une interprétation géométrique a des concepts/résultats issus du monde des nombres com-
plexes;
» d’appliquer les résultats sur les nombres complexes a la résolution de problemes de géométrie plane.
En fin de chapitre, nous dresserons une synthese de la correspondance :

Nombres complexes — Géométrie plane .

C3.37. DEFINITION (AFFIXE D’UN VECTEUR DU PLAN &)

Soit w un vecteur du plan £ de coordonnées (a, b) P 9l
dans le repére orthonormé (O;Ti, Tf). On lui associe le ! b=Im(zy)
nombre complexe : 14
) -1 v 1 2 3 4 5
Zp=a+ib 1 —> 1 1 1 1
O %
appelé affixe du vecteur w. -1
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(C3.38. PROPOSITION (AFFIXE D’UN BIPOINT)  Soient A et B des points du plan £2. Les affixes z 4, zp des
points A, B et I'affixe z-= du vecteur AB sont li€es par la relation :

ZA—B;ZZB—ZA.

§ 4 CONJUGAISON

C3.39. DEFINITION (CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE)  Le conjugué d’'un nombre complexe z est
le nombre complexe noté z défini par :

z:=Re(z) —ilm(z).

C3.40. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA CONJUGAISON

Soit z€ C. Alors : P 2+ M(z)
Im(z) [=7=7=7""" N
M (z) est le symétrique de M(z) 14 ,
par rapport a I’axe des abscisses 7 '

1 1 1 . ! Re(z) =Re(z)
. . . 3 2 -1 0 31 2t g

qui est aussi I’axe des réels. . :
Im(z)=-Im(2) | _________ o:

-2 M)

C3.41. EXERCICE Calculer les conjugués des nombres complexes 2 + i, —i, 3 et

C3.42. PROPOSITIONS (ALGEBRIQUES DE LA CONJUGAISON COMPLEXE)

1. Caractere involutif VzeC z=z
2. Additivité Vz1eC VzeC Z1tZ22=21+2
3. Multiplicativité Vz1eC VzeC 2120 =21 22
o . (1)1
4. Conjugué d’'un inverse VzeC (—) ==
z) z
o : . 271\ «1
5. Conjugué d’'un quotient VzieC VzeC (—) ==
Z2 Y4
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1-1i
C3.43. EXERCICE Calculer de nouveau (cf. C3.41) le conjugué de T30 mais en utilisant la proposition
i
C3.42.

o 2—1 2+i

C3.44. EXERCICE Donner une propriété remarquable du complexe z = T3 1-7 sans calculer sa forme
i 1-1
algébrique.
C3.45. REMARQUE (PARTIE REELLE, PARTIE IMAGINAIRE ET CONJUGUE)
z+2z z—2z
VzeC Re(z):T et Im(z):T.
i

C3.46. REMARQUE (NOMBRE REEL, IMAGINAIRE PUR ET CONJUGUE)

(Vze€C zeR<e=7Zz=z) et (VzeC zeciR < z=-z).

§ 5 MODULE

C3.47. RAPPEL SUR LA RACINE CARREE D’UN NOMBRE REEL POSITIF OU NUL
e Soit x e R,. Alors:

2:

il existe un unique r € R, tel que r* = x.

Ce nombre r est appelé racine carrée de x et est noté /x.
» Laracine carrée est multiplicative :

V(x1,x2) ERy xRy VX1X2 = /X1y/X2 .

C3.48. DEFINITION (MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE) Le module d'un nombre complexe z est le
nombre réel positif ou nul, noté | z|, défini par :

1z := VRe (2)% + Im (2)2.

\ J

C3.49. EXERCICE Calculer le module de —2 + 6i.

C3.50. MODULE VERSUS VALEUR ABSOLUE D’UN NOMBRE REEL  Soit a € R. Alors le module de a, vu comme
un nombre complexe, est égal a la valeur absolue de a.

C3.51. LEMODULE D’UN COMPLEXE EST EGAL A CELUI DE SON CONJUGUE Siz€C, alors |z| =|z|.

C3.52. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE
Soit z € C. Alors : P 21 M(2)

Im (2)

|z] = OM(z). 1;
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C3.53.

Soit (z;, zp) € C2. Alors :

P

Im(zp)

34

David Blottiere

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU MODULE DE LA DIFFERENCE DE DEUX NOMBRES COMPLEXES

|z1 — 22| = M(21) M (2).

21

C3.54. PROPOSITION (CARRE DU MODULE ET CONJUGAISON)
VzeC zz=|zl%.
C3.55. PROPOSITION (INVERSE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL, CONJUGAISON ET MODULE) La

forme algébrique d’'un nombre complexe non nul z admet une expression a I'aide du conjugué et du mo-
dule de z. Précisément :

V4

VzeC* —=—.
z |z

C3.56. EXERCICE (CALCUL DE LA FORME ALGEBRIQUE D’UN INVERSE)

1
——— al’aide de C3.55.
—-2+6i

Calculer la forme algébrique de

C3.57. PROPOSITION (PROPRIETES ALGEBRIQUES DU MODULE)

1. Module d’'un produit Y (21, 22) € C? |z122] =121 122]

1 1

2. Module d’un inverse

VzeC*

z

|z|

<1

3. Module d’'un quotient Y (z1,22) € Cx C*

Z2

_lal
|22

C3.58.
de C3.57.

C3.59.

EXERCICE (CALCUL DU MODULE D’UN QUOTIENT)

1+79)(2-31)

Calculer le module de

(1-30)(-1+41))

EXERCICE (LE MODULE N’EST PAS ADDITIF)

Démontrer que I'assertion «V (z1,2) € C? |z1+221=1z1| +|22|» est fausse.

al’aide
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§ 6 LIEUX GEOMETRIQUES

David Blottiere

(C3.60. PRrOPOSITION (EQUATION COMPLEXE D’UN CERCLE) )
Soit Q un point du plan et soit r € R>(. Notons
€ (Q, ) le cercle de centre Q) et de rayon r :
P 4l €(Q,r1)
€Qr):={Me®: QM=r}. | R M
34
Alors : im(zg)f=========
21
C€Q,r)={MeP :|zpy—zql=r1}. .
I x ' I
L'équation : — ' '
-1V 1 2 :3 .4 5
lz—zq|l=r dinconnue z € C O u B )
14
est appelée équation complexe du cercle de centre Q
etderayon r.
(C3.61. PROPOSITION (EQUATION COMPLEXE D’UN DISQUE OUVERT) ]
Soit Q un point du plan et soit r € R>(. Notons 2(£2, r)
le disque ouvert de centre Q2 et de rayon r :
9 4 4+ ==~ @(Q) r)
2Q,r):={Me2 : QM <r}. s R
Im (zp) S M .
3L~ """ ;TR —zal Y
Alors : Im(zq)f========~- - -?r-\-5g—:
TR
2 T ‘\ : : "
P2Q,r={MeP : |zpy—2zql<T}. NS _,/
I x P
Léquation : e R
d -1 v 1 2 .3 .4 5
|z—zq|l<r dinconnue z€C O u Re(ap) Re(zq)
-1+
est appelée équation complexe du disque ouvert de
centre Q) et de rayon r.
\ J

C3.62. EXERCICE (LIEU GEOMETRIQUE DONNE PAR UNE EQUATION COMPLEXE)

1. Déterminer le lieu € des points M d’affixe z tels que |z — 1+ 3i| =5 et le réprésenter graphiquement.

2. Le point M (2 — i) appartient-ila €'?

C3.63. EXERCICE (RESOLUTION D’UN SYSTEME D’EQUATIONS COMPLEXES)

lz| =
(S) { |z +1]

d’inconnue z € C par voie géométrique, puis de maniere analytique.

10

Résoudre le systeme
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C3.64. EXERCICE (LIEU GEOMETRIQUE DONNE PAR UNE EQUATION COMPLEXE)
1. Déterminer le lieu & des points M d’affixe z tels que |z + 1 — i| < 3 et le représenter graphiquement.
2. Le point M(3 +2i) appartient-ila@?

C3.65. EXERCICE (EQUATION COMPLEXE D’UNE DROITE) Soient w € C* de forme algébrique w = a+ib
((a, b) € R?) et k € R. Caractériser 'ensemble 2 défini par :

2:={MeP :wzy+wzy=k}.

On pourra introduire la forme algébrique zy; = x + iy ((x, ) € R?) de I'affixe z); d’'un point M du plan.

§ 7 INEGALITE TRIANGULAIRE

f C3.66. LEMME Soit z € C.
1. Re(z) < |z|

2. Re(z)=|z| = zeR"

C3.67. PROPOSITION (INEGALITE TRIANGULAIRE)

Soit (z1, zp) € C2. Alors : M(zy + z5)

[lz1] = 1z2ll < |21+ 22| < |z1] + 22|

Ce résultat est appelé inégalité triangulaire.

C3.68. PROPOSITION (CAS D’EGALITE DANS L'INEGALITE TRIANGULAIRE)

Y (21, 2) € C? |z1 + 22| =211+ |22] < (AAER, 2z1=Azo0uz,=A127)

C3.69. EXERCICE (INEGALITE TRIANGULAIRE POUR TROIS POINTS)  Soient trois nombres complexes z1, 22, z3.
Démontrer :
|z1 —z3| < |21 — 22| + 220 — 23] .

C3.70. EXERCICE (MAJORATION D’UNE DISTANCE)  Soient z; et 2z, des nombres complexes appartenant au
cercle de centre (1 —2i) et de rayon 3. Majorer la distance M (z1) M(z).

C3.71. EXERCICE (SYSTEME D’EQUATIONS COMPLEXES)  Résoudre le systeme :

|z+1| > 5
(5) {Iz—2—2i| <1

d’inconnue z € C par voie géométrique, puis de maniere analytique.

11
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§ 8 DEUX FORMULES SOMMATOIRES

C3.72. SYMBOLE DE SOMMATION Z Soient (p, q) € Z% tel que p < g et Up, Up+1,-.., Ug-1, Ug des nombres

q
complexes. Nous notons Z ui lasomme des g — p + 1 nombres complexes up, upy1,...,Ug-1, Ug, i.€.:
k=p

q
Y uki=Uptupi et Ugo+Ug.
k=p

C3.73. PROPRIETE (SOMME DE TERMES EN PROGRESSION GEOMETRIQUE)

n+1 sig=1

n+l1

1-a”
1-q

n
VigmeCxN Y g*=
k=0 sig#1

n
C3.74. EXERCICE Soient g € C* et n € N*. Calculer la somme ) q~.
k=-n

C3.75. PROPRIETE (FACTORISATION D’UNE DIFFERENCE DE PUISSANCES)

n—1
V(a,b,n)eCxCxN* a"-b"=(a-b) Y a*p" 7",
k=0

2022
C3.76. EXERCICE  Calculer la forme algébrique de ) i¥220%°F,

k=0

S 9 NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

C3.77. NOTATION (ENSEMBLE U)
Nous notons U I'ensemble des nombres complexes de

modules 1 : «P?=C» 9|
U:={zeC:|z|=1}. 1
x «6(0,1)=Un»
L'ensemble des points du plan d’affixe un élément de M(z) /< |z N
U est le cercle unité. Son image dans le plan &2 est le % \ \ %
cercle unité, i.e. : -2 -1 O u )4 2
{M(z) : zeU} =€6(0,1). 1
21

12
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C3.78. L’ENSEMBLE U EST UN SOUS-GROUPE DE (C*, x)

1. LensembleU est inclus dans C* (donc tout élément de U est inversible).
UccC”
2. LensembleU est stable par multiplication.
‘v’(zl,zz)EIU2 z2122€U

3. LensembleU contient le neutre de la multiplication complexe.

1eU

4. LensembleU est stable par passage a l'inverse.

1
VzeU -=zeU

C3.79. NOTATION e'!
Soit £ € R. On pose :

el :=cos(t)+isin(t) eU. t

Ainsi le point M (e'?) de 22 associé a e'!

coincide avec le point p(%), ou sin(7)

—
v

p: R——€(0,1)

est 'application « enroulement de la droite
réelle autour du cercle unité ». 0

n_

C3.80. EXERCICE Soit ¢ € R. Simplifier ei?, e!(t+2m) oilt+m oi(1+3) ot ¢i(5 1),

C3.81. CAS D’EGALITE DE DEUX NOMBRES COMPLEXES DE LA FORME ¢!’ 00U r € R

V(t, ) eC?  elh=ell — =1, [27]

13



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

f C3.82. PROPOSITION (ECRITURE TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE DE MODULE 1)
Nous savons que tout point du cercle €(0,1)
égale p(?) pour un (unique) réel t €] —m, 7] (cf.
C2.9). Ainsi :

VzeU 3JteR z=e'l.

€¢(0,1)=U
Si ze U, I'écriture :

z=e' outeR

est appelée une forme trigonométrique de z.

C3.83. ExERcCICE FEcrire les nombres 1,—1,i,—i de U sous forme trigonométrique.

C3.84. PROPOSITION (EXPONENTIELLE D’UNE SOMME DE DEUX IMAGINAIRES PURS)

v (tl) t2) € CZ ei(t1+t2) — eitl eil‘g

1 V3 :
C3.85. EXERCICE Calculer (5+i7) .

2-2i

-V2+iV6

C3.86. EXERCICE  Vérifier que z := € U, puis déterminer la forme algébrique et une forme

trigonométrique de z. Qu’'en déduire?

C3.87. PROPOSITION (FORMULES D’EULER)

ell + g7t ) ell—e
VteR cos(f)=——— et sin(f) = ——
2 21

C3.88. EXERCICE (PRIMITIVE DE LA FONCTION cos’)  En utilisant les formules d’Euler, donner une primi-
tive de la fonction ¢ — cos®(z) sur R.

14
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C3.89. PROPOSITION (TECHNIQUE DE ANGLE MOITIE)  Soient (¢, p, q) € R3.
it APRTS
(1) l+e :Zcosg e'z
figure
it [ E) it
2) l1-e :—Zzsmi e'z
. . — | Ptq
(3) e’p+e”’:2cos(p q) el[ 2 )
figure
. . — [ Ptq
(4) e’p—e’q:Zisin(pzq)e’( 2 )

: - T
On commence par factoriser 1 + '’ par e’z :

. . f .t . .t .t .t

1+e'f=e'2e "2 (1 +e”) =e'2 (e"i + eli)

puis on applique une formule d’Euler.

q i i L
On commence par factoriser 1 — e'’ par e’z :
. .t .t . .t .t .t
1_elt = elz e—lz (1 _ell’) = elz (e—li _elz)

. . . i L
puis on applique une formule d’Euler. On commence par factoriser 1 + e'’ par e’z :

Eléments ; it it ; i it it
l+ef=e'2e ’2(1+e”)=e’2 (e ’2+e’2)

de

démonstration puis on applique une formule d’Euler.

. ; - Bd
On commence par factoriser e'” + e'? pare' 2 :

ip, Jiq_ B4 P4 ( ip g A (S el
e"+e'=e 2 e 2 |e"+e =e 2 e 2 +e 2

puis on applique une formule d’Euler.

rtq

On commence par factoriser e'” —e'? par e' 2

elP — old — i 7 i3 (elp_elq):el 7 (ez 7 —el 2 )

puis on applique une formule d’Euler.

1-e'!
C3.90. EXERCICE Soitt€]—m,n[. On pose z:= .

+eil’
1. Justifier que le nombre z est bien défini.
2. Sans calculer la forme algébrique de z, justifier que z est imaginaire pur.

3. En utilisant la technique de I'angle moitié, calculer la forme algébrique de z.

15
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C3.91. EXERCICE

1. Factoriser, pour tout (p, q) € R?, les expressions suivantes
cos(p) +cos(q) cos(p) —cos(q) sin(p) +sin(q) sin(p) —sin(q) .

2. Résoudre I’équation cos(15x) + cos(7x) = cos(4x) d'inconnue x € R.

n
C3.92. EXERCICE Soit (t,n) € R x N. Simplifier la somme S, () := Z cos(kt).
k=0

C3.93. PROPOSITION (FORMULE DE MOIVRE)

VieR VneN (cos(t) + isin(8))" = cos(nt) + isin(nt)

C3.94. EXERCICE Soit t € R. Exprimer sin(37) comme un polyndéme en sin(z).

§ 10 FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

.
C3.95. PROPOSITION-DEFINITION (FORMES EXPONENTIELLES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL)
Soit ze C*.

IreRsg F0ER  z=re'?.

Cette derniere écriture est appelée une forme exponentielle de z.

\ J

. . o . i37
C3.96. EXEMPLE (FORME TRIGONOMETRIQUE DE —1+i) Une forme trigonométrique de —1+1i est V2e' T,

C3.97. DE LA NON-UNICITE D’UNE FORME TRIGONOMETRIQUE

1. Si z est un nombre complexe non nul, alors il possede plusieurs formes exponentielles. En effet si z =
rei? est une forme exponentielle de z, avec donc r € R5 et 0 € R, alors :

i(0+2m) — rei(9+4n)z i(0-2m)

z=re =re

sont également des formes exponentielles de z.

2. Si«le» nombre réel 0 intervenant dans une forme exponentielle d'un nombre complexe non nul z n’est
pas unique, le nombre r lui I'est, puisque r = |z|.

( 3
C3.98. PROPOSITION (CAS D’EGALITE DE DEUX FORMES TRIGONOMETRIQUES)  Soient (r1,6;) € R.g xR
et (r2,02) € Ry x R.

rn=rnr
r1ei0 = ryelf2 — et
91 = 92 [27].

16
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C3.99. METHODE POUR RECHERCHER UNE FORME TRIGONOMETRIQUE EXPLICITE  Soit z € C* donné sous
forme algébrique. Voici comment une forme exponentielle de z explicite peut étre déterminée, lorsque cela
est possible.

o Etape 1 On calculele module de z.

. z . 14 b
e Etape2 Lenombre complexe 7 est un nombre complexe de module 1, i.e. un élément de U. D’apres
z

C3.82, on peut donc I'écrire sous la forme e?? := cos(@) + i sin(6) ol1 6 € R. On a donc :
2,0
||
En pratique, on cherche 0 € R tel que :
R
cos(0) = e(2)
||
I
sin) = &
|z]

en s’appuyant sur les valeurs remarquables de cosinus et sinus.
o Etape3 On obtient alors:

Z .
z=lzlx == |z| €
lz| ~~
€R>o

et par suite |z| e'? est une forme exponentielle de z.

C3.100. EXERCICE Déterminer une forme exponentielle des nombres complexes 5, -3, 4i, —5i, 1 + i,

i—/3.

C3.101. LA TRANSFORMATION DE FRESNEL VIA UNE FORME TRIGONOMETRIQUE
Considérons trois réels a, b, t tels que (a, b) # (0,0). La transformation de Fresnel (introduite en C2.23) permet
d’écrire la quantité acos(x) + bsin(z) sous la forme :

acos(t) + bsin(t) = Acos(t—¢) ol AeR5getpeRsontdes réels indépendants de t.

Cette transformation d’écriture peut-étre obtenue a partir d'une forme trigonométrique :
(x)  a+ib=Ae"? ouAeRsgetpeR

du complexe a + ib # 0. En effet, par unicité de la forme algébrique de a + ib, il vient a = Acos(p) et b =
Asin(g), d'ou:

acos() + bsin(1) = Acos(¢p) cos(t) + Asin(¢) sin(t) = A (cos(¢p) cos(t) + sin(¢p) sin(1)) .

~ J/

cos?tr—(p)

C3.102. EXERCICE (EQUATION TRIGONOMETRIQUE)  Résoudre I’équation 2 cos(¢) + 3sin(¢) =4 d’inconnue
teR.

C3.103. DEFINITION (ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL) Soit z € C*. Tout nombre réel 8
tel que :
z=|rle'

i.e. qui intervient dans I'écriture d'une forme exponentielle de z, est appelé un argument de z.

17
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C3.104. NON UNICITE D’UN ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL  Un nombre complexe non nul

b4
n‘admet pas un seul argument, mais plusieurs (une infinité). Par exemple, 1 + i admet pour arguments —,
n 9n

4’ 4°

p
C3.105. PROPOSITION (DU DEFAUT D’UNICITE DE UARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL)
Soit z € C*. Soit §y € R un argument de z.

1. Un nombre réel de z est un argument de z si et seulement si 0 = 0 [27].

2. L'ensemble des arguments de z est {0y + 2k7n : k € Z}.

(C3.106. DEFINITION (SYMBOLE arg(z) o0 zeC*) SoitzeC*.
1. Le symbole arg(z) désigne un argument de z.

2. D’apres C3.105, le symbole arg(z) désigne un nombre réel qui n’est défini qu’a un multiple entier
de 27 prés. Ainsi, arg(z) ne désigne donc pas un unique nombre réel.

C3.107. DEFINITION D’UNE MESURE D’ANGLE ORIENTE

Soient w7, w, deux vecteurs non nuls du plan.
o La demi-droite d’origine O orientée par w,
couple le cercle €(0, 1) en un unique point noté
M.
o La demi-droite d’origine O orientée par w,
couple le cercle € (0O, 1) en un unique point noté
M.
D’apres C2.9, comme (M;, M>) € 6€(0, 1)?, il existe un

couple (01,0,) € R? tels que :
My=p61) et My=p02).

On dit alors que :

f — 1y est une mesure de 'angle (orienté) (w1, w;).

Comme les réels t; et t, sont uniques a un multiple de 27 pres (cf. C2.9), le réel f, — f; est lui-méme unique a
un multiple entier de 27 prés. Ainsi note-t-on, en confondant I’angle orienté (W{, Eﬁ) et sa mesure :

(Wi, w2)=ta—1, [27].

C3.108. DEUX PROPRIETES DES ANGLES ORIENTES  Soient wy, w,, w3 trois vecteurs non nuls du plan.

1. Echange de l'ordre des vecteurs (w2, wi) = — (w1, wz) [27]
2. Relation de Chasles (w1, ws3) = (w1, wz) + (w2, w3)  [27]

18
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C3.109. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA NOTION D’ARGUMENT

1. SizeC*, alors:| arg(z)= (Ti, OM(z)) [27] .

2. Si M est un point du plan distinct de I'origine, alors (T[, O_M) =arg(zpy) [27] .

3. Si w estunvecteur non nul du plan, alors:| (u,w)=arg(zy;)  [27].

4. Si z; et zp sont deux nombres complexes distincts, alors| arg(z; —z;) = (T[, Z\W) 27].
5. Si M, et M, sont deux points distincts du plan, alors (T[, ]\m) =arg (zM2 - le) 27].

(C3.110. ProPRIETES (DES ARGUMENTS)  Soient (z,z1,22) € C* xC* x C*.

1. Argument de l'opposé arg(—z) =arg(z)+n [27] .
2. Argument du conjugué arg(z) =—arg(z)  [27].
3. Argument d’'un produit arg(zzy) = arg(z;) + arg(z») [27] ..

1
4. Argument de l'inverse arg(;) = —arg(z) [27] .

5. Argument d'un quotient arg (ﬂ) = arg(z;) —arg(zy) [27] .
<2

C3.111. UN DES INTERETS DES FORMES TRIGONOMETRIQUES  Les formes exponentielles sont particuliere-
ment adaptées aux problemes de nature multiplicative, i.e. qui mettent en jeu des multiplications.

C3.112. EXERCICE (CALCUL D’UNE PUISSANCE A ’AIDE D’UNE FORME EXPONENTIELLE)

1. Soit z € C* et soit z = re'? est une forme exponentielle de z, avec donc r € R et 6 € R. Que vaut z"
pour tout n € N?

2-2i

1+iV3 1996
2. Calculer la forme algébrique de ( ) .

19



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

§ 11 RACINES CARREES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

C3.113. DEFINITION (RACINE CARREE D’UN NOMBRE COMPLEXE) Soit Z € C. Une racine carrée com-
plexe de Z est un nombre complexe z tel que z° = Z.

C3.114. EXERCICE (RACINES CARREES DE —1)  Déterminer les racines carrées de —1.

C3.115. RACINE CARREEDE(O Lenombre 0 est 'unique racine carrée de 0.

C3.116. PROPOSITION (DES RACINES CARREES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL) Soit Z € C*. Alors
Z possede deux racines carrées, opposées 'une de I'autre.

Comme un nombre complexe non nul Z possede deux racines carrées

?P le symbole v Z n’a aucun sens précis.

Toutefois, bien str, si Z € R, on pourra continuer de noter v Z I'unique racine réelle positive de Z.

C3.117. METHODE PRATIQUE POUR LE CALCUL DE RACINES CARREES
o A partir d'une forme exponentielle (explicite) Supposons que I'on connaisse une forme exponentielle
(explicite) d'un nombre complexe non nul Z :
Z=re' avecr €eR.pgetf eR
Il ressort de la preuve du théoreme précédent que les deux racines carrées de Z sont :

il il
\/Fez et —\Jre'z.

L'étude est dans ce cas particulierement bréve.
o A partir de la forme algébrique Soit Z € C* et soit A+ iB, avec (A, B) € R? sa forme algébrique. On
résout I’équation
(x) zZ°=A+iB

d’inconnue Z € C par analyse-synthése.
— Analyse On cherche des conditions nécessaires sur un nombre complexe z pour que z> = A+ iB.
On écrit z sous forme algébrique : z=a+ib, avec a et b réels. Léquation (x) livre :

a? - b = A
2ab = B.

En prenant le module de chacun des membres de (%), on obtient I'équation supplémentaire :
a* +b* =V A2 + B2

qui simplifie quelque peu la résolution. On aboutit finalement au systeme

a + b = VA2+B?
a? - b = A
2ab = B.

En combinant les deux premieres équations, on détermine aisément a® et b?, donc a et b a un
signe pres. La troisieme équation fournit une information sur le signe conjoint de a et b. Ala fin de
I'’analyse, ne restent que deux nombres complexes candidats (opposés I'un de I'autre).
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— Synthese On vérifie si ces deux nombres complexes candidats sont des racines carrées complexes
de Z, en calculant leurs carrés.

C3.118. EXERCICE (CALCULS DE RACINES CARREES DE NOMBRES COMPLEXES)  Calculer les racines carrées
complexes des nombres complexes suivants.

zZ1:=1 Zp=—2 z;.;::—\/§+3i zZ4:=3-4i z25:=4+5i

§ 12 EQUATIONS DU SECOND DEGRE

)

C3.119. DEFINITION (FORME CANONIQUE D’UN POLYNOME DE DEGRE 2 A COEFFICIENTS COMPLEXES)
Soit aX? + bX + ¢ un polyndéme du second degré a coefficients complexes (donc a € C*, be Cet c€ C). La
forme canonique de aX? + bX + c est :

aX’+bX+c=a ( b)z b —4ac

X+—
2a (2a)?

\ J

C3.120. EXERCICE (CALCULS DE FORMES CANONIQUES) Calculer les formes canoniques des deux poly-
nomes du second degré suivants.

P;:=2X?+3X+4 Poi=(1+DX*+(2-3)X+4-5i

( .
C3.121. DEFINITION (DISCRIMINANT D’UN POLYNOME DE DEGRE 2 A COEFFICIENTS COMPLEXES) Soit
aX?+bX +cun polynome du second degré a coefficients complexes (donc a € C*, b e C et ¢ € C). Le
discriminant de aX? + bX + c est le nombre complexe noté A défini par :

A:=b?—-4ac

( .
C3.122. PROPOSITION (RACINES D’UN POLYNOME DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS COMPLEXES)  Soit
aX?+ bX + ¢ un polynome du second degré a coefficients complexes (donc a € C*, be C et c € C). Soit A le
discriminant de aX? + bX + c. On consideére I'équation (E) définie par :

(E) az’+bz+c=0

d’inconnue z € C.
b
1. Si A =0, alors I'’équation (E) posséde une unique solution : ~og°

) . ) . ) -b-6 -b+6 _ _ .. . ) 3
2. SiA #0, alors’équation (E) possede deux solutions o et 2 ol § désigne une racine carrée
a

complexe de A.

C3.123. EXERCICE (RESOLUTION D’EQUATION DE DEGRE 2)  Résoudre chacune des équations suivantes
d’inconnue z € C.

i
(Ey) 2°+42z-4=0 (E)  Z°+2z+4=0 (E3) 2z2+\/§z+E
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~

rC3.124. PROPOSITION (SOMME ET PRODUIT DES RACINES D’UNE EQUATION DU 2™° DEGRE) Soit aX? +
bX + ¢ un polynome du second degré a coefficients complexes (donc a € C*, b € C et ¢ € C). On considere
I'équation
(E) az’+bz+c=0

d’'inconnue z € C. Soient z; et z; les nombres complexes définis par :

 z; et zp sont les deux racines de (E), si A = b®> —4ac # 0;

721 = 2, est'unique racine de (E), si A = b*> —4ac = 0.
On introduit s:= z; + 2z et p:= z1 2. Alors :

C3.125. EXERCICE (RECHERCHE DE RACINES « EVIDENTES »)  Rechercher des racines « évidentes » pour
chacune équations suivantes d’'inconnue z € C.

(E}) 2Z°-3z+2=0 () z°-2z-15=0 (E3) 2°-7z+12=0

( R
C3.126. PROPOSITION (DETERMINATION DE DEUX NOMBRES CONNAISSANT LEURS SOMME ET PRODUIT)
Soit (s, p) € C2. On considere le systéme

(S) {Zl + 22 = S
<142 p

d’inconnue (z;, z,) € C? et son ensemble solution noté Sols).
1. Si(z1,22) € SOl(s) alors (z9,21) € SOZ(S).

2. Résoudre le systeme (S) revient a résoudre 1'équation :
(E) zz—sz+p:0

d’'inconnue z € C. Précisément :
o siA:=s?—4p=0alors Sols) = {(ry, o)} o1 1y est I'unique solution de (E);
o siA:=s*—4p #0alors Sols) = {(r1,12), (r2, 1)} oll 1 et r, sont les deux solutions de I'équation
de (E).

C3.127. EXERCICE (DETERMINATION DE DEUX NOMBRES CONNAISSANT LEURS SOMME ET PRODUIT)

Déterminer tous les couples de nombres complexes dont la somme des composantes vaut 4 et le produit 7
C3.128. EXERCICE (DETERMINATION DE DEUX NOMBRES CONNAISSANT LEURS SOMME ET PRODUIT)

Déterminer tous les couples de nombres complexes dont la somme des composantes vaut —3—2i et le produit
1+3i.
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§ 13 EQUATIONS ALGEBRIQUES

( . A
C3.129. PROPOSITION (FACTORISATION D’UNE EXPRESSION POLYNOMIALE AYANT UNE RACINE) Soient
neNsy et (ay-1,an-2,..., a2, a1, ap) € C"". Pour tout z € C, on pose :

P(z):=z2"+ap 12" ' +ay02"?+... vt +a1z+ag .

Soit a € C tel que P(a) =0. Alors:

3 (bn—Z; 5007 bz, bl, bo) € Cn_l VzeC P(z)=(z—a) (Zn_l + bn_gz”_z A bn_3zn_3 +...+ ngz T b1z+ bo) .

J

C3.130. EXERCICE (FACTORISATION D’UN POLYNOME DE DEGRE 3 POSSEDANT UNE RACINE)  Soit (as, a1, ap) €
C3. On pose, pour tout z€ C:
P(z)= 2+ a2z2 +aiz+ay.

Soit a € C tel que P(a) = 0. Déterminer (by, by) € C? tel que

VzeC P(z)=(z—a)(Z®+biz+by).

C3.131. EXERCICE (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE DE DEGRE 3) Résoudre I'équa-
tion :
3 2 . .
z2°+3z°+iz+3i=0

d’inconnue z € C, en remarquant que —3 en est solution.

C3.132. EXERCICE (RESOLUTION GUIDEE D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE DE DEGRE 5) Résoudre I'équa-
tion :
22-2zt - (142022 + 2 +40Z2-(1-Dz+(2-2i)=0

d’inconnue z € C, en remarquant que 2 en est solution.

C3.133. EXERCICE (MAJORATION DU NOMBRE DE RACINES D’UN POLYNOME A COEFFICIENTS COMPLEXES)
Soient n € N>y et (ay-1,an-2,..., az, ai, ap) € C"*. Pour tout z € C, on pose :

P(2):=z2"+a, 12" '+ a,22" ...+ wZt + a1z +ag .

Alors I'équation P(z) = 0 d’'inconnue z € C posséde au plus n solutions deux-a-deux distinctes.

C3.134. THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS  Soient n € N>, et (a,_1,an-2,...,a2, a1, ap) € C". Alors il
existe (a1, as,...,a,) € C" tel que :

VzeC 2"+ ap 12" Yt ap2Z ¥ APt aztag=(z—a1) (z—az) (z2—a3)...(z—an_1) (z—ap) .
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§ 14 RACINES n-IEMES DE L’UNITE OU n € N>,

C3.135. NoraATiON  Dans toute cette partie, n désigne naturel supérieur ou égal a 2.

David Blottiere

p
C3.136. DEFINITION (RACINES n-IEMES DE ’UNITE ET ENSEMBLE U,,)

1. On appelle racine n-iéme de I'unité, tout nombre complexe z tel que z" = 1.

2. L'ensemble des racines n-iéeme de 1'unité est noté U,,. On a donc :

Up:={zeC:z"=1}.

C3.137. EXEMPLE

Le nombre 1 est une racine n-ieme de I'unité.

Le nombre —1 est une racine 2-iéme (ou carrée) de I'unité.
Le nombre j = el estune racine 3-ieme de I'unité.

Le nombre i est une racine 4-iéme, mais aussi 8-ieme, de I'unité.

ok L

Le nombre e’ » est une racine n-ieme de I'unité, qui est distincte de 1.

C3.138. EXEMPLE

1 Lensemble des racines 2-iemes (ou carrées) de
I'unité est U, = {—1,1}, ensemble a 2 éléments qui
s’écrit aussi :

Figure U,
Uy = {0, w3} = {w’zc : kelo, 1]]}

N 2_]-[ .
ouwy=e'z2 =e'" =-1.
2 L'ensemble des racines 3-iemes de I'unité est Uz =
{1,j, jz}, ensemble a 3 éléments qui s’écrit aussi :

Figure Us

Us = {wg,wé,wg} = {wé“ cke [[0,2]]}

N jn .
ouwsz=e'3 =].
3 Lensemble des racines 4-iemes de I'unité est : Uy =
{1,i,—1,—1i}, ensemble a 4 éléments qui s’écrit aussi :

Uy = {wf’pwi,wiwi} = {w{f t ke [[0,3]]} Figure U,

- 270

ouws=e'r =¢

[SIE

=1i.
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rC3.139. PROPRIETES (DE I’ENSEMBLE U,,)
1. U, estune partiedeU : U, cU:={zeC: |z]| =1}
2. U, contient le neutre pour la multiplication: 1e€U,

3. U, est stable par multiplication: ¥ (z1,z2) € [Ufl z122 € Uy,

1 _
4. U, est stable par passage a l'inverse: VY zeU, z estinversibleet — =zeU,
7

.
C3.140. THEOREME (DESCRIPTION EN EXTENSION DE ENSEMBLE U,,)

. 21
1. Sil'on pose w, =e'n, alors:

[Un:{w’,g : k€[[0,n—1]]}z{ei¥ : ke[[o,n—lu}.

2. Lesnombres 0%, wl,w?,...,0" 2,01 sont deux a deux distincts, i.e.

VL k) el0,n—-117 ki#k = oY #ok.

Par conséquent, 'ensemble U,, possede n éléments.

3. Pour tout k € [0, n — 1], notons My le point d’affixe e"#.

Image de U,, dans le plan

Le polygone MyM; ... M,,_; est un polygone régulier a n sommets, tous placés sur le cercle unité.

C3.141. EXERCICE (Ug)  Décrire Ug en extension et le représenter graphiquement.

C3.142. EXERCICE (INCLUSION D’ENSEMBLES DE RACINES DE LU'UNITE  Soient m € N>,. Déterminer une
CNS portant sur n et m pour que ’ensemble U,,, soit inclus dans U,,.

C3.143. EXERCICE (SOMME ET PRODUIT DES RACINES n-IEMES DE UUNITE)  Calculer Z (et H (.
(eUy (e,

C3.144. EXERCICE (PERIMETRE DU POLYGONE AYANT POUR SOMMETS LES IMAGES DES ELEMENTS DE U,;)
2kn

Pour tout k € [0, n— 1], soit M. le point d’affixe e’ n .
1. Calculer le périmetre p,, du polygone MyM, ... M, _; a n cotés.

2. Etudier la limite éventuelle de p,, lorsque n tend vers +oo.

C3.145. EXERCICE Résoudre I'équation z° = 32 d’inconnue z € C.
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§ 15 RACINES 7-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL OU 7 € N,

C3.146. NortATION  Dans toute cette partie, n désigne naturel supérieur ou égal a 2.

C3.147. RAPPEL SUR LA RACINE 7n-IEME D’UN REEL POSITIF OU NUL
1. Soit xe R,. Alors:

il existe un unique r € R, tel que x" =r.

Ce nombre r est appelé racine n-iéme de x et est noté {/x.

2. Laracine n-iéme est multiplicative :

V(x1,x2) € Ry xRy VXX = /X1 {/x2.

C3.148. DEFINITION (RACINES n-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL)  Soit Z € C*. On appelle
racine n-ieme de Z, tout nombre complexe (non nul) z tel que z"* = Z.

.
C3.149. THEOREME (DESCRIPTION DES RACINES 7-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL) Un
nombre complexe non nul Z posséde n racines n-iemes deux-a-deux distinctes qui sont :

7)+ k2
2 /1Z] exp(iarg()#) ot kel0,n—1].

Comme un nombre complexe non nul Z possede 7 racines n-iémes

@ le symbole V/Z n’a aucun sens précis.

Toutefois, bien str, si Z € R, on pourra continuer de noter V/Z 'unique racine réelle positive de Z.

C3.150. EXERCICE (CALCUL DE RACINES TROISIEMES) Déterminer les racines troisiemes de —8.
C3.151. EXERCICE (CALCUL DE RACINES QUATRIEME)  Déterminer les racines quatriemes de —i.

C3.152. EXERCICE (EQUATION ALGEBRIQUE)  Résoudre I'équation z%" + (2 + i) z" — (3 — 3i) = 0 d’inconnue
zeC.

§ 16 EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE

( )
C3.153. DEFINITION (EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE) Soit z € C. On définit I'exponentielle
de z, notée exp(z) ou e, par:

exp(z) := efe@ /Mm@ — gRe(@ (cos(Im(z)) + i sin(Im(z)).

\

. LT .
C3.154. EXEMPLE exp(1+m):—eetexp(ln(\/i)—zz):1—1.

C3.155. EXERCICE Soit z € C. Justifier que exp(z) # 0 et calculer le module et un argument de exp(z).
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C3.156. PROPOSITION (EXPONENTIELLE D’UNE SOMME)

Y (z1,2) € C? exp(z; + z2) = exp(z1) exp(z»)

n
C3.157. EXERCICE Soitz=In(V2)+ i Calculer exp(z)'2.

C3.158. PROPOSITION (CAS D’EGALITE DE DEUX EXPONENTIELLES)

V(z1,22) €C*>  exp(z) =exp(z) <= (Ik€Z z1=z+k2mi)

C3.159. EXERCICE (CALCUL DES ANTECEDENTS DE —1 PAR UEXPONENTIELLE COMPLEXE)  Résoudre’équa-
tion exp(z) = —1 d’'inconnue z € C.

C3.160. PROPOSITION (DES ANTECEDENTS D’UN COMPLEXE PAR ’EXPONENTIELLE COMPLEXE)
Soit a € C. On considére I'équation :

(Eq) exp(z) =a

d’'inconnue z € C et son ensemble solution Solg,) := {z eC : exp(z) = a}.

e Casonna=0 Solgy=9.

o Casota=0 Sia#0alors| Solg,={In(lal)+i(arg(a)+k2n) : ke z}.

C3.161. EXERCICE (CALCUL DES ANTECEDENTS DE 7 — 7i PAR ’EXPONENTIELLE COMPLEXE) Résoudre
I’équation exp(z) = 7—7i d’'inconnue z € C.

§ 17 INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

C3.162. RAPPELS SUR L'INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE MODULE ET DE UARGUMENT  Soient z; et zp
deux nombres complexes distincts. Notons M, (resp. M>) le point du plan d’affixe z; (resp. M>). Nous avons
établi en C3.53 et en C3.109 que :

MM, =|zo — z1| et (H,M]Mg) =arg(zx—2z1) [27].

27



MP2I - Lycée Henri Poincaré Mathématique David Blottiere

-
C3.163. PROPOSITION (MODULE ET ARGUMENT DE (¢c—a)/(c—b) 0U a, b,c € C SONT DISTINCTS)
Soient a, b, c des nombres complexes deux-a-deux distincts, d'images respectives A, B, C dans le plan. Alors

AC )c—a

BC leopl ¢ (369&3:a%(%}%) 2.

( R
C3.164. COROLLAIRE (CRITERES D’ALIGNEMENT ET D’ORTHOGONALITE) Soient A, B, C des points du
plan deux-a-deux distincts, d’affixes respectives a, b, c.

c—a
1. Les points A, B, C sont alignés si et seulement si b eR.

C_aeilR
3 .

2. Les droites (AB) et (AC) sont orthogonales si et seulement si
C —

C3.165. EXERCICE Soient:
* Aet B deux points distincts du plan d’affixes respectives a et b.
Caractériser géométriquement I’ensemble des points M € & dont l'affixe z vérifie :

z(@-b)—-z(a-b)=ab-7ab.

C3.166. EXERCICE Soient:
* Aet B deux points distincts du plan d’affixes respectives a et b;
* k un réel strictement positif.
Caractériser géométriquement I’ensemble des points M € &2\ {B} dont I'affixe z vérifie :

)z—a
z—b

C3.167. EXERCICE Soient:
* Aet B deux points distincts du plan d’affixes respectives a et b;
e OeR.
Caractériser géométriquement '’ensemble des points M € 22\ {A, B} dont I'affixe z vérifie :

z—a
z—b

arg( ):9 [r].

C3.168. TRANSLATION DU PLAN &2  Soit w un vecteur du plan d’affixe b.
La translation de vecteur w est 'application :

» — »
M — MePtelque MM =w.

Représentation de la translation 7

Son expression complexe est I’application notée f; :

C — C

[—>
z — z+b.

w
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C3.169. HOMOTHETIE DU PLAN &  Soient Q un point du plan d’affixe w et k € R~ .

Lhomothétie de centre Q et de rapport k est 'applica-
tion :

P — P

M — M’e@telqueQM’:kﬁm.

Représentation de I'’homothétie hq i

Son expression complexe est I'application notée hq j :

C — C

hok z — wtk(z-—w).

C3.170. ROTATION DU PLAN &  Soient Q un point du plan d’affixe w et 6 € R.

La rotation de centre Q2 et d’angle 0 est I'application :

P — P
QM =QM’

(WQTW) —0 (2]

M — M €2 tel que {
Représentation de la rotation pg g

Son expression complexe est I’application notée pq g :

C — C

Pab | . . wrel®z-w).

rC3.171. PROPOSITION-DEFINITION (SIMILITUDE DIRECTE)  Soit (a, b) € C* x C. Lapplication f définie )
par:

C — C

z — az+b

f

est appelée similitude directe.
o Casoita=1 Sia=1alors f estla translation de vecteur w d’affixe b, i.e. f = 1.

b
e Casouna#1 Sia#1alors f possede un unique point fixe w := —— dont I'image dans le plan est

notée Q. L'application f estla composée commutative de :
— larotation de centre Q) et d’angle arg(a);
— I'homothétie de centre Q) et de rapport |al;
Le.:
VzeC f(2) = hqga° PQ.arg(a) (2) = PQ,arg(a) © hq ) (2) .

On dit que f estla similitude de centre Q, de rapport |a| et d’angle arg(a).

C3.172. EXERCICE (ELEMENTS CARACTERISTIQUES D’UNE SIMILITUDE DIRECTE) On considere la simili-

tude directe f définie par:
C — ®
! z — (2-2D)z+1i.

1. Préciser les éléments caractéristiques de f.

2. Représenter graphiquement I'image du point M(1 + i) par f.
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C3.173. EXERCICE (INVERSE D’UNE SIMILITUDE DIRECTE)  Soit (a, b) € C* x C. On consideére la similitude
directe f définie par :

C — C

z — az+b.

f

1. Déterminer une similitude directe g telle que:
VzeC fog(z)=gof(2).

2. Préciser les liens entre les éléments caractéritiques des similitudes directes f et g.

(C3.174. EXERCICE (UNE HOMOTHETIE PRESERVE ALIGNEMENT)  Soit Q un point du plan d’affixe w et soit
k € Ro. On considere I'homothétie hg  de centre Q et de rapport k :

C — C

hok z — wtk(z-—w).

Soient A, B, C des points deux-a-deux distincts du plan d’affixes respectives a, b, ¢ et leurs images hq r(A),
hq 1 (B), hq i (C) par hq i, d’affixes respectives hq r(a), hq i (D), hq,i(c). Démontrer que siles points A, B, C sont
alignés, alors les points hq i (A), hq i (B), ho,x(C) sont également alignés.

Supposons que les points A, B, C sont alignés. Alors le quotient - Z estréel (cf. C3.164). Nous
Une calculons :
) hox(c)—hqorl@) w+k(ic—w)—(w+k(a-w) c—a
solution = = eR.

ha (@) —horb) w+kic—w) —(@+k(b-w) c—b
Ainsi, d’apres C3.164, les points hq r(A), hq,k(B), hq i (C) sont alignés.

C3.175. EXERCICE (EFFET D’UNE SIMILITUDE DIRECTE SUR LES LONGUEURS ET LES ANGLES ORIENTES)  Soit
(a,b) € C* x C. On considere la similitude directe f définie par :

CcC — C
z — az+b.

f

1. Soient M; et M, des points du plan d’affixes respectives z; et z,. Quel lien existe-t-il entre les distances
M M; et f(My) f(M>)?

2. Soient M;, M, M5 des points du plan deux-a-deux distincts d’affixes respectives z, z2, z3. Démontrer
que les angles (Mle,MlMg) et (f(Ml)f(Mz),f(Ml)(Mg)) sont égaux modulo [27].
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