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CHAPITRE N°2

TRIGONOMÉTRIE

C2.1. OBJECTIFS

1. Définition du cosinus et du sinus d’un nombre réel par voie géométrique

2. Calculs de valeurs remarquables de cosinus et sinus

3. Construction d’un formulaire de trigonométrie

4. Études d’équations et d’inéquations trigonométriques

5. Étude des fonctions cosinus et sinus

6. Étude de la fonction tangente, quotient de la fonction sinus par la fonction cosinus

7. Calculs de valeurs remarquables de tangente

8. Enrichissement du formulaire de trigonométrie à l’aide de la fonction tangente

§ 1 RAPPELS DE GÉOMÉTRIE PLANE

C2.2. REPÈRE ORTHONORMÉ DU PLAN

Un repère orthonormé
(
O,

−→
i ,

−→
j
)

du plan est la don-
née :

• d’un point O du plan, appelé origine;

• de deux vecteurs
−→
i et

−→
j non nuls, orthogonaux

et de même norme.
Dans la suite, on fixe un tel repère orthonormé du plan.
On dispose ainsi d’une unité de mesure de longueurs :∣∣∣∣∣∣−→i ∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣−→j ∣∣∣∣∣∣.
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C2.3. COORDONNÉES D’UN VECTEUR DU PLAN DANS LA BASE
(−→

i ,
−→
j
)

Pour tout vecteur −→u du plan, il existe un
unique couple (x, y) de nombres réels, qui
forme les coordonnées de −→u dans la base(−→

i ,
−→
j
)
, tels que :

−→u = x
−→
i + y

−→
j .

Le nombre réel x est appelé abscisse de −→u
et le nombre réel y est appelé ordonnée de−→u .
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C2.4. COORDONNÉES D’UN POINT DU PLAN DANS LE REPÈRE
(
O,

−→
i ,

−→
j
)

Pour tout point M du plan, il existe un
unique couple (x, y) de nombres réels, qui
forme les coordonnées de M dans le repère(
O,

−→
i ,

−→
j
)
, tels que :

−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j .

Le nombre réel x est appelé abscisse de M
et le nombre réel y est appelé ordonnée de
M .
Les coordonnées du point M sont donc les

coordonnées du vecteur
−−→
OM .
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C2.5. EXPRESSION DE LA NORME D’UN VECTEUR VIA SES COORDONNÉES DANS LA BASE
(−→

i ,
−→
j
)

Soit −→u un vecteur du plan, de coordonnées

(x, y) dans la base
(−→

i ,
−→
j
)
. Alors :

∣∣∣∣−→u ∣∣∣∣=√
x2 + y2 .

|x|
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Démonstration

En appliquant le théorème de Pythagore dans le triangle rectangle vert, il vient :

||u ||2 = |x|2 + ∣∣y
∣∣2 = x2 + y2

et on conclut en appliquant la fonction racine carrée à chacun des membres de l’iden-
tité précédente.

§ 2 ENROULEMENT DE LA DROITE RÉELLE AUTOUR DU CERCLE UNITÉ

C2.6. CERCLE UNITÉ ET NOMBRE π

1. On appelle cercle unité le cercle de centre l’origine O et de
rayon 1. Ainsi C est-il l’ensemble des points M du plan

dont les coordonnées (x, y) dans le repère
(
O,

−→
i ,

−→
j
)

véri-

fient :
x2 + y2 = 1 .

2. Le nombre π est le demi-périmètre du cercle C , l’unité de

mesure étant
∣∣∣∣∣∣−→i ∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣−→j ∣∣∣∣∣∣. Il est indépendant du choix du

repère
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.
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C2.7. REVÊTEMENT DU CERCLE UNITÉ PAR LA DROITE RÉELLE

• On note I le point du plan tel que−→
OI =−→

i .
• La tangente au cercle C en I , gra-

duée par le vecteur
−→
j , est assimilée

à la droite R des réels.
• On enroule cette droite autour du

cercle C , comme on le ferait avec un
fil autour d’une bobine, en respec-
tant la convention suivante pour le
sens de l’enroulement.
— La demie droite correspondant

aux réels positifs est enroulée
dans le sens anti-horaire.

— La demie droite correspondant
aux réels négatifs est enroulée
dans le sens horaire.

Ce faisant, on associe à chaque
nombre réel x, un point du cercle
que l’on note ρ(x).

• On définit ainsi une application :

ρ

∣∣∣∣ R −→ C

x 7−→ ρ(x)

appelée revêtement du cercle unité
par la droite réelle.

C

R

O −→
i I

−→
j

•
ρ(x+)

•x+

•
ρ(x−)

•x−

C2.8. EXERCICE (IMAGES DE CERTAINS RÉELS PAR L’APPLICATION ρ) Représenter le pointρ(x), pour chaque

x ∈
{
−π,−π

2
,−π

3
,0,

π

6
,
π

4
,
π

2
,π,

3π

2
,2π,3π

}
.

C2.9. PROPRIÉTÉ (REVÊTEMENT DU CERCLE UNITÉ PAR LA DROITE RÉELLE)

1. Pour tout x ∈R, pour tout y ∈R :

ρ(x) = ρ(y) ⇐⇒ (∃k ∈Z x = y +k 2π
)

.

2. Pour tout point M du cercle C , il existe un unique x ∈ [−π,π[ tel que M = ρ(x).

Démonstration

1. Soient x et y deux nombres réels. Par construction, les images ρ(x) et ρ(y) de x et
y dans l’enroulement de la droite R autour du cercle C sont égales si et seulement si la
distance

∣∣x − y
∣∣ entre x et y correspond à un certain nombre de tours de cercle. Comme

le périmètre du cercle est 2π, ρ(x) et ρ(y) si et seulement si :

∃k ∈Z ∣∣x − y
∣∣= k 2π .

On conclut à l’aide d’une disjonction de cas, suivant le signe de x − y .

3
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Démonstration

2. Existence Soit M un point du cercle C

• Cas où M est situé strictement au-dessus de l’axe des abscisses On note x ∈]0,π[
la longueur de l’arc �I M . Alors M = ρ(x).

• Cas où M est situé strictement en dessous de l’axe des abscisses On note x ∈]0,π[
la longueur de l’arc �I M . Alors −x ∈]−π,0[ et M = ρ(−x).

• Cas où M = I Alors M = ρ(0).
• Cas où M = I ′ où I ′ est le symétrique de I par rapport à O Alors M = ρ(−π).

2. Unicité Soit M un point du cercle C . Soient θ1 ∈]−π,π] et θ2 ∈]−π,π] tels que
ρ(θ1) = M et ρ(θ2) = M . Nous en déduisons :

−2π< θ1 −θ2 < 2π et (∃k ∈Z θ1 = θ2 +k 2π)

à l’aide du résultat établi en 1. Ainsi :

−2π< k 2π< 2π .

Comme k est entier, il vient k = 0 et donc θ1 = θ2.

C2.10. DÉFINITION (RELATION DE CONGRUENCE MODULO 2π) Soient x et y des réels. On dit que x et y
sont congrus modulo 2π, et on note :

x ≡ y [2π]

s’il existe k ∈Z tel que x = y +k 2π.

C2.11. PROPRIÉTÉ (LA RELATION DE CONGRUENCE MODULO 2π EST UNE RELATION D’ÉQUIVALENCE)
La relation de congruence modulo 2π est une relation d’équivalence, i.e. elle satisfait les trois propriétés
suivantes.

1. Réflexivité Pour tout x ∈R :

x ≡ x [2π] .

2. Symétrie Pour tout x ∈R, pour tout y ∈R :(
x ≡ y [2π]

) ⇐⇒ (
y ≡ x [2π]

)
.

3. Transitivité Pour tout x ∈R, pour tout y ∈R, pour tout z ∈R[(
x ≡ y [2π]

)
et

(
y ≡ z [2π]

)] =⇒ (x ≡ z [2π]).

C2.12. GÉNÉRALISATION DE LA RELATION DE CONGRUENCE MODULO 2π Soit α un nombre réel fixé. Soient
x et y des réels. On dit que x et y sont congrus modulo α, et on note :

x ≡ y [α]

s’il existe k ∈Z tel que x = y +kα. La relation de congruence modulo α est, comme la relation de congruence
modulo 2π, une relation d’équivalence (i.e. elle est réflexive, symétrique et transitive).
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§ 3 COSINUS ET SINUS D’UN NOMBRE RÉEL

C2.13. DÉFINITION DU COSINUS ET DU SINUS D’UN NOMBRE RÉEL

Soit x ∈R.

1. On appelle cosinus de x, et on
note cos(x), l’abscisse du pointρ(x)

dans le repère
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.

2. On appelle sinus de x, et on note
sin(x), l’ordonnée du point ρ(x)

dans le repère
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
.

Ainsi les nombres cos(x) et sin(x) sont-ils
caractérisés par :

−−−−→
Oρ(x) = cos(x)

−→
i + sin(x)

−→
j .

C

R

• ρ(x+)

•x+

cos(x+)

sin(x+)

•
ρ(x−)

•x−

cos(x−)

sin(x−)

O −→
i I

−→
j

C2.14. ENCADREMENT DE COSINUS ET SINUS Comme l’abscisse et l’ordonnée d’un point du cercle C

appartiennent à [−1,1] :

∀x ∈R −16 cos(x)6 1 et −16 sin(x)6 1 .

C2.15. PROPRIÉTÉ (RELATION DE PYTHAGORE) Pour tout x ∈R :

cos2(x)+ sin2(x) = 1 .

Démonstration

Soit x ∈R. D’après C2.5 :

(?)
∣∣∣∣∣∣−−−−→Oρ(x)

∣∣∣∣∣∣=√
cos2(x)+ sin2(x) .

Comme ρ(x) est un point du cercle C ,

(??)
∣∣∣∣∣∣−−−−→Oρ(x)

∣∣∣∣∣∣= 1 .

De (?) et (??), on déduit cos2(x)+ sin2(x) = 1.
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C2.16. PROPRIÉTÉ (EFFETS DE TRANSFORMATIONS AFFINES SUR COSINUS ET SINUS) Soit x ∈R.

1. Effet de la transformation x 7−→−x sur cosinus et sinus

cos(−x) = cos(x) et sin(−x) =−sin(x)

2. Effet de la transformation x 7−→π+x sur cosinus et sinus

cos(π+x) =−cos(x) et sin(π+x) =−sin(x)

3. Effet de la transformation x 7−→π−x sur cosinus et sinus

cos(π−x) =−cos(x) et sin(π−x) = sin(x)

4. Effet de la transformation x 7−→ π

2
−x sur cosinus et sinus

cos
(π

2
−x

)
= sin(x) et sin

(π
2
−x

)
= cos(x)

5. Effet de la transformation x 7−→ π

2
+x sur cosinus et sinus

cos
(π

2
+x

)
=−sin(x) et sin

(π
2
+x

)
= cos(x)

Démonstration

1. Le point ρ(−x) est le symétrique du point ρ(x) par rapport à l’axe des abscisses.

2. Le point ρ(π+x) est le symétrique du point ρ(x) par rapport à l’origine O.

3. Le point ρ(π− x) est le symétrique du point ρ(x) par rapport à l’axe des ordon-
nées.

4. Le point ρ
(π

2
−x

)
est le symétrique du point ρ(x) par rapport à la première bis-

sectrice (la droite d’équation y = x).

5. On applique les résultats 4 pour −x, puis les résultats 1.

C2.17. PROPRIÉTÉS ( VALEURS REMARQUABLES DE COSINUS ET SINUS)

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π

cos(x) 1

p
3

2

p
2

2

1

2
0 −1

2
−
p

2

2
−
p

3

2
−1

sin(x) 0
1

2

p
2

2

p
3

2
1

p
3

2

p
2

2

1

2
0
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§ 4 ÉQUATIONS ET INÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES ÉLÉMENTAIRES

C2.18. PROPRIÉTÉ (CAS D’ÉGALITÉ DE DEUX COSINUS) Soient x et a deux réels.

cos(x) = cos(a) ⇐⇒


∃k ∈Z x = a +2kπ
ou

∃k ∈Z x =−a +2kπ

Démonstration

L’égalité cos(x) = cos(a) signifie que les points ρ(x) et ρ(a) du cercle C ont la même
abscisse. Or il n’y a que deux points du cercle C qui ont pour abscisse cos(a) : les points
ρ(a) et ρ(−a). Par suite :

cos(x) = cos(a) ⇐⇒ (
ρ(x) = ρ(a) ou ρ(x) = ρ(−a)

)
.

Enfin d’après la propriété C2.9 :

(
ρ(x) = ρ(a) ou ρ(x) = ρ(−a)

) ⇐⇒


∃k ∈Z x = a +2kπ
ou

∃k ∈Z x =−a +2kπ
.

C2.19. PROPRIÉTÉ (CAS D’ÉGALITÉ DE DEUX SINUS) Soient x et a deux réels.

sin(x) = sin(a) ⇐⇒


∃k ∈Z x = a +2kπ
ou

∃k ∈Z x =π−a +2kπ

Démonstration

L’égalité sin(x) = sin(a) signifie que les points ρ(x) et ρ(a) du cercle C ont la même
ordonnée. Or il n’y a que deux points du cercle C qui ont pour ordonnée sin(a) : les
points ρ(a) et ρ(π−a). Par suite :

sin(x) = sin(a) ⇐⇒ (
ρ(x) = ρ(a) ou ρ(x) = ρ(π−a)

)
.

Enfin d’après la propriété C2.9 :

(
ρ(x) = ρ(a) ou ρ(x) = ρ(π−a)

) ⇐⇒


∃k ∈Z x = a +2kπ
ou

∃k ∈Z x =π−a +2kπ
.

C2.20. EXERCICE (ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES ÉLÉMENTAIRES)

1. Résoudre l’équation cos(x) = 0 d’inconnue x ∈R.

2. Résoudre l’équation cos2(x) = 1 d’inconnue x ∈]−π,π].

3. Résoudre l’équation sin(3x) =
p

2

2
d’inconnue x ∈R, puis l’équation sin(3x) =

p
2

2
d’inconnue x ∈ [0,π].

4. Résoudre l’équation cos(5x) = cos

(
2π

3
−x

)
d’inconnue x ∈R.

5. Résoudre l’équation sin

(
x + 3π

4

)
= cos

(x

4

)
d’inconnue x ∈R.

7
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C2.21. EXERCICE (INÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES)

1. Résoudre l’inéquation sin(x) ≥
p

3

2
d’inconnue x ∈]−π,π], en s’appuyant sur le cercle unité.

2. Résoudre l’inéquation cos
(x

2

)
≤ 1

2
d’inconnue x ∈]−π,π], en s’appuyant sur le cercle unité.

§ 5 FORMULAIRE DE TRIGONOMÉTRIE POUR COSINUS ET SINUS

C2.22. PROPRIÉTÉS (FORMULES D’ADDITION POUR COSINUS ET SINUS) Soient a et b des réels.

(1) cos(a +b) = cos(a)cos(b)− sin(a)sin(b) (2) sin(a +b) = sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b)

(3) cos(a −b) = cos(a)cos(b)+ sin(a)sin(b) (4) sin(a −b) = sin(a)cos(b)−cos(a)sin(b)

Démonstration

(1),(2) Posons −→ua = −−−−→
Oρ(a) et introduisons le vecteur −→va tel que le repère

(
O,−→ua ,−→va

)
est orthonormé et direct, i.e. −→va =

−−−−−−−−→
Oρ

(
a + π

2

)
.

C

O −→
i

−→
j

•ρ(a)

−→ua

−→va

•ρ(b)

Comme l’angle orange
á(−→ua ,

−−−−→
Oρ(b)

)
a pour mesure b−a modulo 2π, les coordonnées de

ρ(b) dans la base
(−→ua ,−→va

)
sont (cos(b −a),sin(b −a)), d’où :

(?)
−−−−→
Oρ(b) = cos(b −a)−→ua + sin(b −a)−→va .

Comme −→ua = cos(a)
−→
i + sin(a)

−→
j et −→va =−sin(a)

−→
i +cos(a)

−→
j , nous déduisons de (?) :

−−−−→
Oρ(b) = (cos(b −a)cos(a)− sin(b −a)sin(a))

−→
i

+ (cos(b −a)sin(a)+ sin(b −a)cos(a))
−→
j .

8
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Démonstration

Or : −−−−→
Oρ(b) = cos(b)

−→
i + sin(b)

−→
j

par définition de cos(b) et sin(b). Par unicité des coordonnées du vecteur
−−−−→
Oρ(b) dans la

base
(−→

i ,
−→
j
)
, il vient :


cos(b) = cos(b −a)cos(a)− sin(b −a)sin(a)

et
sin(b) = cos(b −a)sin(a)+ sin(b −a)cos(a) .

Ces résultats ont été établis pour des réels a et b quelconques. En les spécialisant à
a ← a et b ← a +b, nous obtenons les identités (1) et (2).

(3),(4) Ces identités se déduisent de (1) et (2), en spécialisant à a ← a et b ←−b et
en appliquant les identités 1. de C2.16.

C2.23. TRANSFORMATION DE FRESNEL Soient a,b, x des réels tels que (a,b) 6= (0,0). La transformation de
Fresnel permet d’écrire la quantité a cos(x)+b sin(x) sous la forme :

a cos(x)+b sin(x) = r cos(x −θ) où r ∈R∗+ et θ ∈]−π,π]

comme nous l’expliquons ci-dessous.
• Comme a2 +b2 > 0 :

(?) a cos(x)+b sin(x) =
√

a2 +b2

(
ap

a2 +b2
cos(x)+ bp

a2 +b2
sin(x)

)
.

• Puisque (
ap

a2 +b2

)2

+
(

bp
a2 +b2

)2

= 1

le point M du plan de coordonnées

(
ap

a2 +b2
,

bp
a2 +b2

)
appartient au cercle unité C . D’après l’asser-

tion 2 de C2.9, il existe un (unique) θ ∈]−π,π] tel que M = ρ(θ), d’où :

(??)
ap

a2 +b2
= cos(θ) et

bp
a2 +b2

= sin(θ) .

• De (?) et (??), nous déduisons :

a cos(x)+b sin(x) =
√

a2 +b2 (cos(θ)cos(x)+ sin(θ)sin(x)) =
C2.22

√
a2 +b2︸ ︷︷ ︸
=r>0

cos(x −θ).

C2.24. EXERCICE (ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES DE LA FORME a cos(x)+b sin(x) = c , OÙ a,b,c ∈R)

1. Résoudre l’équation
p

3 cos(x)+ sin(x) = 1

2
d’inconnue x ∈R.

2. Résoudre l’équation cos(x)− sin(x) =
p

2

2
d’inconnue x ∈R.

3. Résoudre l’équation 3cos(x)+4sin(x) = 6 d’inconnue x ∈R.

9
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C2.25. COROLLAIRE (FORMULE DE DUPLICATION DE COSINUS ET SINUS) Soit a ∈R.

(1) cos(2a) = 2cos2(a)−1 (2) sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

Démonstration

(1) On applique l’identité (1) de C2.22 en spécialisant à a ← a et b ← a pour obtenir :

(?) cos(2a) = cos2(a)− sin2(a) .

D’après la relation de Pythagore C2.15,

(??) sin2(a) = 1−cos2(a) .

De (?) et (??), nous déduisons (1).

(2) On applique l’identité (2) de C2.22 en spécialisant à a ← a et b ← a pour obtenir
(2).

C2.26. EXERCICE ( VALEURS DE cos
( π

2n

)
ET sin

( π
2n

)
OÙ n ∈N∗)

1. Calculer cos
(π

8

)
, cos

( π
16

)
et cos

( π
32

)
2. Calculer, pour tout n ∈N∗, cos

( π
2n

)
.

3. En déduire la valeur de sin
( π

2n

)
, pour tout n ∈N∗.

C2.27. EXERCICE (ÉQUATION TRIGONOMÉTRIQUE) Résoudre l’équation sin2(x)− 1

2
cos(x) = 1

2
d’inconnue

x ∈R.

C2.28. EXERCICE (PRIMITIVES DE cos2 ET sin2)

1. Calculer une primitive de la fonction f : x 7−→ cos2(x) sur R.

2. En déduire une primitive de la fonction g : x 7−→ sin2(x) sur R.

C2.29. COROLLAIRE ( TRANSFORMATION PRODUIT-SOMME POUR COSINUS ET SINUS) Soient a et b des
réels.

(1) cos(a)cos(b) = cos(a +b)+cos(a −b)

2
(2) sin(a)sin(b) = cos(a −b)−cos(a +b)

2

(3) sin(a)cos(b) = sin(a +b)+ sin(a −b)

2

Démonstration

(1),(2) D’après les formules d’addition C2.22 :

L1 cos(a +b) = cos(a)cos(b)− sin(a)sin(b)
L2 cos(a −b) = cos(a)cos(b)+ sin(a)sin(b)

10
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Démonstration

En effectuant l’opération L1 +L2, nous déduisons :

cos(a +b)+cos(a −b) = 2cos(a)cos(b)

puis l’identité (1).
En effectuant l’opération L2 −L1, nous déduisons :

cos(a −b)−cos(a +b) = 2sin(a)sin(b)

puis l’identité (2).

(3) D’après les formules d’addition C2.22 :

L3 sin(a +b) = sin(a)cos(b)+cos(a)sin(b)
L4 sin(a −b) = sin(a)cos(b)−cos(a)sin(b)

En effectuant l’opération L3 +L4, nous déduisons :

sin(a +b)+ sin(a −b) = 2sin(a)sin(b)

puis l’identité (3).

C2.30. EXERCICE (ÉQUATION TRIGONOMÉTRIQUE) Résoudre l’équation cos
(
x + π

6

)
cos

(
x − π

6

)
= 1

2
d’in-

connue x ∈R.

C2.31. EXERCICE (PRIMITIVES DE cos3) Calculer une primitive de la fonction f : x 7−→ cos3(x) sur R.

§ 6 FONCTIONS COSINUS ET SINUS

C2.32. DÉFINITION (FONCTIONS COSINUS ET SINUS) Les fonctions cosinus et sinus, notées respective-
ment cos et sin sont définies par :

cos

∣∣∣∣ R −−−→ R

x 7−→ cos(x)
et sin

∣∣∣∣ R −−−→ R

x 7−→ sin(x) .

C2.33. PROPOSITION (PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS COSINUS ET SINUS)

1. La fonction cos est paire, i.e. :
∀x ∈R cos(−x) = cos(x)

et 2π-périodique, i.e. :
∀x ∈R ∀k ∈Z cos(x +2kπ) = cos(x) .

2. La fonction sin est impaire, i.e. :

∀x ∈R sin(−x) =−sin(x)

et 2π-périodique, i.e. :
∀x ∈R ∀k ∈Z sin(x +2kπ) = sin(x) .

C2.34. RESTRICTION DU DOMAINE D’ÉTUDE DES FONCTIONS cos ET sin Comme la fonction cos (resp. sin)
est 2π-périodique, nous pouvons restreindre son étude de R à [−π,π]. Puisque la fonction cos (resp. sin) est
de plus paire (resp. impaire), son étude peut encore être restreinte de [−π,π] à [0,π].‘

11
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C2.35. LEMME (DEUX INÉGALITÉS GÉOMÉTRIQUES FONDAMENTALES POUR COSINUS ET SINUS)

∀x ∈
]
−π

2
,0

[
∪

]
0,
π

2

[
cos(x)6

sin(x)

x
6 1 et 1−cos(x)6

x2

2

Démonstration

1 Soit x un réel tel que 0 < x <π/2. Notons :
• A1 l’aire du triangle Oρ(x)I ;
• A2 l’aire du secteur angulaire OIρ(x) ;
• A3 l’aire du triangle OI B .

Nous observons A1 6 A2 6 A3 sur la figure ci-
contre et calculons ces trois aires :

• A1 = sin(x)/2 ;
• A2 = x/2 car la mesure principale de

l’angle àIOρ(x) est x ;
• A3 = sin(x)/(2cos(x)) (appliquer le théo-

rème de Thalès aux triangles O Aρ(x) et
OI B).

L’inégalité A1 6A2 6A3 se réécrit :

sin(x)

2
6

x

2
6

sin(x)

2cos(x)

puis cos(x)6
sin(x)

x
6 1.

C

R

•ρ(x)

•x

A
cos(x)

sin(x)

•B

O −→
i I

−→
j

2 Soit x un réel tel que 0 < x < π/2. En appli-
quant le théorème de Pythagore dans le triangle
(vert) ρ(x)AI , il vient :

AI 2︸︷︷︸
(1−cos(x))2

+ Aρ(x)2︸ ︷︷ ︸
sin2(x)

= Iρ(x)2 6
(
longueur �Iρ(x)

)2︸ ︷︷ ︸
x2

qui livre 1−cos(x)6
x2

2
.

C

R

•ρ(x)

•x

A
cos(x)

sin(x)

O −→
i I

−→
j

3 Les inégalités cos(x) 6
sin(x)

x
6 1 et 1− cos(x) 6

x2

2
on été obtenues pour tout

x ∈
]

0,
π

2

[
. En utilisant les propriétés de parité des fonctions cos, sin, x 7−→ x et x 7−→ x2,

on les étant à tout réel appartenant à
]
−π

2
,0

[
∪

]
0,
π

2

[
.

C2.36. PROPRIÉTÉS (LIMITES FONDAMENTALES POUR LES FONCTIONS cos ET sin)

cos(x) −−−→
x→0

1
1−cos(x)

x
−−−→
x→0

0 sin(x) −−−→
x→0

0
sin(x)

x
−−−→
x→0

1

C2.37. EXERCICE Justifier que les limites lim
x→0

sin(3x)

sin(2x)
et lim

x→0

sin2(4x)

3x2
existent et les calculer.

12
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C2.38. THÉORÈME (DÉRIVABILITÉ ET DÉRIVÉE DES FONCTIONS cos ET sin)

1. La fonction cosinus est dérivable sur R et :

∀x ∈R cos′(x) =−sin(x) .

2. La fonction sinus est dérivable sur R et :

∀x ∈R sin′(x) = cos(x) .

C2.39. COROLLAIRE (CONTINUITÉ DES FONCTIONS cos ET sin) Les fonction cosinus et sinus sont conti-
nues sur R.

C2.40. ÉTUDE DE LA FONCTION cos De C2.38, nous déduisons le tableau de variations suivant :

x

cos′(x) =
−sin(x)

cos

0
π

2
π

0 − −1 − 0

11

−1−1
0

puis l’allure de la courbe représentative de la fonction cos donnée ci-dessous.

x

y

−3π −5π/2 −2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π

1

−1

0

Ccos

C2.41. ÉTUDE DE LA FONCTION sin De C2.38, nous déduisons le tableau de variations suivant :

x

sin′(x) =
cos(x)

sin

0
π

2
π

1 + 0 − -1

00

11

00

puis l’allure de la courbe représentative de la fonction sin donnée ci-dessous.

x

y

−3π −5π/2 −2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π

1

−1

0

Csin

13
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C2.42. EXERCICE Soit f la fonction définie par :

f

∣∣∣∣ R −→ R

x 7−→ cos(3x) cos3(x) .

1. Étudier la périodicité puis la parité de f et proposer un intervalle d’étude I réduit.

2. Étudier les variations de la fonction f sur I .

3. Tracer l’allure de la courbe représentative (complète) de f .

C2.43. PROPOSITION (ENCADREMENT DE LA VALEUR ABSOLUE D’UN SINUS)

∀x ∈R |sin(x)|6 |x| .

Esquisse
de

démonstration

• Pour des raisons de parité, il suffit de montrer que, pour tout x ∈ R+, |sin(x)|6
|x|.

• Si x est un réel tel que x >
π

2
, alors :

|sin(x)|6 16
π

2
6 x = |x| .

• Si x ∈
[

0,
π

2

]
, l’inégalité à établir se reformule comme suit :

(?) sin(x)6 x .

on peut s’appuyer sur C2.35 ou bien étudier la fonction « différence » définie
par :

∆

∣∣∣∣∣
[

0,
π

2

]
−→ R

x 7−→ sin(x)−x

pour démontrer (?).

14
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§ 7 FONCTION TANGENTE

C2.44. L’ENSEMBLE D DES RÉELS AYANT UN COSINUS NON NUL Dans la question 1 de l’exercice C2.20, nous
avons résolu l’équation cos(x) = 0 d’inconnue x ∈R et établi :

{x ∈R : cos(x) = 0} =
{π

2
+kπ : k ∈Z

}
que nous illustrons ci-dessous, en représentant quelques uns de ces éléments en rouge.

R

−3π −2π −π 0 π 2π 3π−5π/2 −3π/2 −π/2 π/2 3π/2 5π/2

L’ensemble D des nombres réels dont le cosinus est non nul est donc :

{x ∈R : cos(x) = 0} =
{

x ∈R : x 6≡ π

2
[π]

}
que l’on peut représenter en vert comme ci-dessous.

R

−3π −2π −π 0 π 2π 3π−5π/2 −3π/2 −π/2 π/2 3π/2 5π/2
[ ] [ ] [ ] ][ ][][

Ainsi obtenons-nous la description de l’ensemble D suivante.

D = . . . ∪
]
−5π

2
,−3π

2

[
∪

]
−3π

2
,−π

2

[
∪

]
−π

2
,
π

2

[
∪

]
π

2
,

3π

2

[
∪

]
3π

2
,−5π

2

[
∪ . . . = ⋃

`∈Z

]π
2
+`π,

π

2
+ (`+1)π

[
.

Il ressort de cette étude que :

D := {x ∈R : cos(x) 6= 0} =
{

x ∈R : x 6≡ π

2
[π]

}
= ⋃
`∈Z

]π
2
+`π,

π

2
+ (`+1)π

[
.

C2.45. DÉFINITION (FONCTION TANGENTE) La fonction tangente, notée tan, est définie par :

tan

∣∣∣∣∣∣∣∣
D = ⋃

`∈Z

]π
2
+`π,

π

2
+ (`+1)π

[
−→ R

x 7−→ sin(x)

cos(x)
.

C2.46. PROPOSITION (EFFETS DE DEUX TRANSFORMATIONS AFFINES SUR TANGENTE)

1. Effet de la transformation affine x 7−→π+x sur tangente

∀x ∈D π+x ∈D et tan(π+x) = tan(x)

2. Effet de la transformation affine x 7−→π−x sur tangente

∀x ∈D π−x ∈D et tan(π−x) =− tan(x)

15
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C2.47. PROPOSITION (PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION TANGENTE) La fonction tan est im-
paire, i.e. :

∀x ∈D −x ∈D et tan(−x) =− tan(x)

et π-périodique, i.e. :

∀x ∈D ∀k ∈Z x +kπ ∈D et tan(x +kπ) = tan(x) .

C2.48. EXERCICE Calculer tan
(
−π

6

)
et tan

(
35π

3

)
.

C2.49. RESTRICTION DU DOMAINE D’ÉTUDE DE LA FONCTION tan Comme la fonction tan estπ-périodique,

nous pouvons restreindre son étude de D à
]
−π

2
,
π

2

[
. Puisque la fonction tan est de plus impaire, son étude

peut encore être restreinte de
]
−π

2
,
π

2

[
à

[
0,
π

2

[
.

C2.50. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE tan(x) OÙ x ∈
[

0,
π

2

[
Soit x un réel tel que 0 6 x < π/2. Notons B le point d’inter-
section de :

• la droite (Oρ(x)) ;
• la droite réelle qui s’enroule autour du cercle, i.e. la

droite passant par le point I et dirigée par le vecteur−→
j .

En appliquant le théorème de Thalès dans les triangles rec-
tangles O Aρ(x) et OI B , il vient :

O A

AI
= Aρ(x)

I B

égalité qui se réécrit :

cos(x)

1
= sin(x)

I B
.

Nous en déduisons :

tan(x) = I B .

C

R

•ρ(x)

•x

A
cos(x)

sin(x)

•B

O −→
i I

−→
j

tan(x)

C2.51. THÉORÈME (DÉRIVABILITÉ ET DÉRIVÉE DE LA FONCTION tan) La fonction tangente est dérivable

sur D = ⋃
`∈Z

]π
2
+`π,

π

2
+ (`+1)π

[
et :

∀x ∈D tan′(x) = 1

cos2(x)
= 1+ tan2(x) .

C2.52. EXERCICE (DÉRIVÉE SECONDE DE LA FONCTION tan) Justifier que la fonction tan est deux fois déri-

vable sur I =
]
−π

2
,
π

2

[
puis calculer, pour tout x ∈ I , tan′′(x).
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C2.53. COROLLAIRE (CONTINUITÉ DE LA FONCTION tan) La fonction tangente est continue sur D.

C2.54. EXERCICE Calculer l’intégrale
∫ π/3

−π/4

1

cos2(x)
dx.

C2.55. EXERCICE

1. Étudier la limite éventuelle de la fonction tan en
π

2

−
.

2. Qu’en déduire quant à la limite éventuelle de la fonction tan en −π
2

+
.

3. Interpréter géométriquement les résultats des questions 1 et 2.

C2.56. ÉTUDE DE LA FONCTION tan De C2.51, nous déduisons le tableau de variations suivant :

x

tan′(x)

tan

0
π

2

1 +

00

+∞+∞

puis l’allure de la courbe représentative de la fonction tan donnée ci-dessous.

x

y

−3π −5π/2 −2π −3π/2 −π −π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

Ctan
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C2.57. PROPRIÉTÉ ( VALEURS REMARQUABLES DE TANGENTE)

x 0
π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π

tan(x) 0

p
3

3
1

p
3 −p3 −1 −

p
3

3
0

C2.58. PROPRIÉTÉ (FORMULES D’ADDITION POUR TANGENTE) On rappelle que

D =
{

x ∈R : x 6≡ π

2
[π]

}
= ⋃
`∈Z

]π
2
+`π,

π

2
+ (`+1)π

[
désigne le domaine de définition de la fonction tan.

1. Pour tout a ∈D, pour tout b ∈D tels que a +b ∈D :

tan(a +b) = tan(a)+ tan(b)

1− tan(a) tan(b)
.

2. Pour tout a ∈D, pour tout b ∈D tels que a −b ∈D :

tan(a −b) = tan(a)− tan(b)

1+ tan(a) tan(b)
.

C2.59. EXERCICE Soit x un réel tel que x 6≡ −π
4

[π] et x 6≡ π

4
[π]. Simplifier tan

(π
4
−x

)
+ tan

(π
4
+x

)
.

C2.60. EXERCICE

1. Soit x un réel tel que x 6≡ π

4

[π
2

]
et x 6≡ π

2
[π]. Exprimer tan(2x) en fonction de tan(x).

2. En déduire la valeur de tan
( π

12

)
.

C2.61. PROPRIÉTÉS ( TANGENTE DE L’ANGLE MOITIÉ) Soit x ∈R tel que x 6≡π [2π]. On pose t = tan
(x

2

)
.

1. cos(x) = 1− t 2

1+ t 2

2. sin(x) = 2t

1+ t 2

3. Si de plus x 6≡ π

2
[π], alors tan(x) = 2t

1− t 2

C2.62. EXERCICE (POINTS DU CERCLE UNITÉ À COORDONNÉES RATIONNELLES) On note I ′ le point du plan
de coordonnées (−1,0), situé « à l’extrême ouest » du cercle unité C . Soit M un point de C \

{
I ′

}
dont l’abscisse

r1 et l’ordonnée r2 sont rationnelles. Démontrer qu’il existe un unique t ∈Q tel que r1 = 1− t 2

1+ t 2
et r2 = 2t

1+ t 2
.
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