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CHAPITRE N°1

LOGIQUE ET RAISONNEMENT

C1.1. OBJECTIFS
1. Apprendre a calculer avec des propositions logiques (7, v, A, =, <).
2. Définir et manipuler le quantificateur universel V et le quantificateur existentiel 3.
3. Utiliser les propositions logiques quantifiées pour écrire et manipuler des énoncés mathématiques
précis.
4. Dégager des modes de raisonnements (formalisés a I'aide de propositions logiques).

5. Apprendre a écrire des raisonnements structurés au travers d’exemples.

§ 1 CALCUL PROPOSITIONNEL

C1.2. DEFINITION (PROPOSITION LOGIQUE ET VALEUR DE VERITE D’UNE TELLE)

1. Une proposition logique est un énoncé qui est soit vrai soit faux.

2. Lavaleur de vérité d'une proposition logique P est V si P est vraie et F si P est fausse.

C1.3. EXEMPLE (PROPOSITIONS LOGIQUES)
1. «Paris est la capitale de la France. » est une proposition logique de valeur de vérité V.
2. «3 estun nombre pair. » est une proposition logique de valeur de vérité F.

3. «Si n est un entier relatif tel que n? est pair, alors 7 est pair. » est une proposition logique de valeur de
vérité V.

4. «Toute fonction f: R R qui n’est pas croissante sur R est décroissante sur R. » est une proposition
logique de valeur de vérité F.

Cl1.4. CONJECTURE DE GOLDBACH (1742) La conjecture de Goldbach s’énonce comme suit.

Tout nombre pair supérieur ou égal a 4 est somme de deux premiers.

Cet énoncé est formulé de maniere précise, mais nous ne savons ni démontrer qu’il est vrai, ni qu'il est faux.
Nous ne pouvons donc pas lui assigner une valeur de vérité.

( 1\
C1.5. DEFINITION (NEGATION D’UNE PROPOSITION LOGIQUE —1)
La négation d'une propriété logique P, notée =P, qui se lit «non PT=p
P », est vraie si P est fausse et fausse si P est vraie. VI F
F|V
| J
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rC1.6. DEFINITION (DISJONCTION DE DEUX PROPOSITIONS LOGIQUES V) )
Soient P et Q deux propositions logiques. La disjonction de P et PlQPVO
Q, notée P v Q, qui se lit « P ou Q », est fausse si et seulement si aARYG v
P et Q sont fausses. vIE v
F|V]| V
F|F| F
- J
(C1.7. DErINITION (CONJONCTION DE DEUX PROPOSITIONS LOGIQUES A) )
Soient P et Q deux propositions logiques. La conjonction de P 2
) C = : Q|PvQ
et Q, notée P A Q, qui se lit « P et Q », est vraie si et seulement si ARG %
P et Q sont vraies. VI E 7
F|V| F
F|F| F

C1.8. EXEMPLES  Soient Pj, P3 des propositions logiques vraies et P,, P, une proposition logique fausse.
Quelle est la valeur de vérité de la proposition logique suivante?

Q=" ((P1V(7P2)) A ((7P3) V Py))

rC1.9. DEFINITION (FORMULES PROPOSITIONNELLES EQUIVALENTES)  Soit 7 € N*. Deux formules
f(Py,Psy,...,P,) et g(Py, Py,..., P,) construites a partir :

o de propositions logiques Py, Py, ..., Py;

 des opérations logiques =1, v et A;
sont équivalentes, ce qu'on note f(Py,Py,...,P,) = g(P1,P»,...,Py), si quelles que soient les valeurs de
vérité de Py, Ps,...,P,, les formules propositionnelles f(Py, Py,...,P,) et g(Py,P»,...,P,) ont les mémes
kValeulrs de vérité.

J

C1.10. EXEMPLE (PROPOSITIONS PROPOSITIONNELLES EQUIVALENTES)  Si P et Q sont des propositions
logiques, alors :
TP VQ =(E=P)AEQ).

En effet :
PlQ|PvQ|~(PVQ) [P |1Q | (7P) A (mQ)
VIV 14 F F | F F
VI|F |4 F F |V F
F|V |4 F V| F F
F | F F %4 %4 1% %4

Nous avons démontré une des lois de De Morgan.
C1.11. EXERCICE Soient P,Q, R des propositions logiques. Démontrer que :
PVvV(QAR)=(PVQ)A(PVR).

Cette propriété est appelée « distributivité de A par rapporta v ».
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(C1.12. PRINCIPE DE SUBSTITUTION  Soit f(Py,Ps,...,P,) une formule propositionnelle construite a )
partir :
 de propositions logiques Py, Py, ..., Py;
e des opérations logiques 7, vV et A;
Soient Q1, Q», ..., Q, des propositions logiques.
Si P; a méme valeur de vérité que Q;, P, a méme valeur de vérité que Q, ..., P, a méme valeur de vérité
que Qy, alors f(Py, Ps,...,P,;) améme valeur de vérité que f(Qy,Qz,...,Qn).
|

La valeur de vérité de f(P;,P,,...,P,;) dépend uniquement des valeurs de vérités de

ification
Justificatio PPy, ..., Py,

C1.13. ExEmMPLE  Si Py, Py, P3,Q1,Q2,Q3 sont des propositions logiques telles que P; a méme valeur de
vérité que Q;, P, a méme valeur de vérité que Q2, P; a méme valeur de vérité que Qs, alors:

Py A (P v P3) améme valeur de vérité que Q; A —1(Q2 vV Q3) .

(C1.14. PROPRIETE (PROPRIETES DES OPERATIONS 1, V, A)  Soient P, Q, R des propositions logiques. )
1. Double négation
-(nP)=P
2. Lois de De Morgan
A(PvQ =EPIA(Q) ; A(PAQ =PV (mQ)
3. Associativité de Vv et A
(PVQ)VR=PV(QVR) ; (PAQ)AR=PA(QAR)
4. Commutativité de Vv et A
PvQ=QvP ; PAQ=QAP
5. Distributivité de N par rapport a Vv
PviQAR)=(PVQIA(PVR) ; (PAQU VR=(PVRIA(QVR
6. Distributivité de v par rapport a A
PAQVR=(PANQ)V(PAR) ; (PVQ AR=(PAR)V(QAR
Idée » Ces propriétés peuvent s’établir a I’aide de tables de vérité, comme en C1.10 et
de Cl1.11.
démonstration o Certaines propriétés peuvent se déduire d’autres. Cf. C1.15.

C1.15. EXERCICE Soit P et Q deux propositions logiques. Déduire la loi de De Morgan :
APAQ)=(=P)V(2Q)

3
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de celle établie en C1.10 et de la propriété de double négation.

C1.16. REMARQUE  Les propriétés C1.14 des opérations logiques 71, vV et A auront une incarnation en
théorie des ensembles au travers des notions de complémentaire, de réunion et d’'intersection.

C1.17. EXERCICE Soient P et Q des propositions logiques.
1. Démontrer PvP=PetPAP=P.
2. Développer et simplifier P v (P A Q).

§ 2 IMPLICATION ET EQUIVALENCE

rC1.18. DEFINITION (IMPLICATION =) A
Soient P et Q deux propositions logiques. Limplication P = Q, PlQ|P=Q
qui se lit « P implique Q », est fausse si et seulement si Q est ViV 14
fausse bien que P soit vraie. VI|F F
F |V |74
F | F \%4

C1.19. EXEMPLE (VALEURS DE VERITE D’IMPLICATIONS)
1. Limplication (1 est pair) = (-2 > 0) est vraie.

2. Limplication (3 est impair) = (1 = 2) est fausse.

C1.20. DIFFERENCE FONDAMENTALE ENTRE = ET « DONC»  Soient P et Q deux propositions logiques. Si la
proposition P = Q est vraie, la proposition P peut étre fausse. Ainsi :

la véracité de P = Q ne signifie pas « P donc Q » qui, elle, suppose implicitement P vraie.

@ I Le symbole = ne sera jamais utilisé a la place de « donc » dans une rédaction.

C1.21. UNE REDACTION POSSIBLE POUR ETABLIR LA VERACITE D’UNE IMPLICATION  Soient P et Q des pro-
positions logiques. Comme I'implication P = Q est vraie lorsque P est fausse, pour établir que 'implication
P = Q est vraie, il suffit de considérer le cas ou P est vraie.

Rédaction d'une démonstration de la véracité d’'une implication

Nous démontrons I'implication par un raisonnement direct.

On suppose P vraie.
On démontre que, sous cette hypothese, Q est vraie.

C1.22. EXERCICE Soit n € Z. Démontrer :

(n estimpair) = (n® est impair) .
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\

)
C1.23. PROPRIETE (EXPRESSION DE 'IMPLICATION A ’AIDEDE 7 ET V)  Soient P et Q deux propositions
logiques.

P=0Q) = ("P)VvQ)

P|Q|P=>Q|P|(wP)VvQ
VIV 1% F 174
Démonstration V| F F F F
F|V 174 174 174
F|F 74 174 174

( A
Cl1.24. PROPRIETE (EXPRESSION DE LA NEGATION D’UNE IMPLICATION A I’AIDE DE 7" ET A) Soient P et
Q deux propositions logiques.

A(P=>Q) = PA(Q)

2(P=>Q) 2(("P)VQ) [C1.23]
(=P A Q) [Loi de De Morgan]

PA(—Q) [double négation]

Démonstration

[C1.25. PROPRIETE (MODUS PONENS)  Soient P et Q deux propositions logiques. La proposition lo- ]
gique :

PAP=Q)=0Q

est vraie quelles que soient les valeurs de vérité de P et Q.

\ J

C1.26. EXERCICE Soient B, Q, R deux propositions logiques.

1. Démontrer :
(P=RAQ=>R=(PVQ) =R).

Cette propriété constitue le fondement du raisonnement par disjonction de cas.

2. Démontrer :
(P=>Q)A(P=>R) = (P=(QAR).

C1.27. CONDITION NECESSAIRE ET CONDITION SUFFISANTE  Soit P et Q deux propositions logiques. La
véracité de I'implication P = Q s’exprime de deux manieres.

¢ ( est une condition nécessaire a P;

e P est une condition suffisante a Q.

C1.28. EXERCICE Soit n € Z. Compléter la phrase suivante en ajoutant « nécessaire » ou « suffisante » ou
«nécessaire et suffisante ».

« n est divisible par 10 » est une condition ........................ a « n est pair ».

Justifier votre réponse.
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C1.29. EXERCICE Soit f: [-1,1] —— R une fonction dérivable sur [-1,1]. Compléter la phrase suivante
en ajoutant « nécessaire » ou « suffisante » ou « nécessaire et suffisante ».

« f'(0) =0» est une condition ........................ a « f admet un extremum en 0 ».

Justifier votre réponse.

C1.30. EXERCICE  Soit f: [-1,1] —— R une fonction continue sur [—-1, 1]. Compléter la phrase suivante
en ajoutant « nécessaire » ou « suffisante » ou « nécessaire et suffisante ».

1
«f f(x) dx > 0» estune condition ........................ a«pour tout x € [-1,1], f(x) = 0».
-1

Justifier votre réponse.

~

g
C1.31. DEFINITION (RECIPROQUE ET CONTRAPOSEE D’UNE IMPLICATION)  Soient P et Q deux proposi-
tions logiques.

1. Laréciproque de I'implication P = Q est:

Q=>P.

2. La contraposée de I'implication P = Q est:

(7Q)=(=P) .

C1.32. EXERCICE Soient P et Q deux propositions logiques. Justifier :

P=>Q) # (Q=P).

@ I On veillera a ne jamais confondre une implication et sa réciproque.

4 )
C1.33. PROPRIETE (UNE IMPLICATION ET SA CONTRAPOSEE ONT MEME VALEUR DE VERITE) Soient P et
Q deux propositions logiques. Alors :

P=Q) = (7Q)=(~P)).

Cette propriété constitue le fondement du raisonnement par contraposition.
.

C1.34. EXERCICE Soit n € N. Démontrer :

n? —1n'est pas divisible par8 = 7 est pair.

C1.35. EXERCICE Soient P, Q et R des propositions logiques. Justifier :

(P=>Q=>R) # (P=(Q=R)

de vérité. Ainsi, n'écrirons-nous jamais plusieurs symboles = sur une méme ligne.

g% ‘ Nous en déduisons que P = Q = R est ambigu puisque le choix de parenthésage influe sur la valeur
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C1.36. DEFINITION (EQUIVALENCE <)
Soient P et Q deux propositions logiques. L'équivalence P < Q, PlQ|Pa0
qui se lit « P équivaut a Q », est vraie si et seulement si P et Q ont Vv v
la méme valeur de vérité. VIF fa

F |V F

F | F %4

( B
C1.37. PROPRIETE (EXPRESSION DE EQUIVALENCE A I’AIDE DE DEUX IMPLICATIONS) Soient P et Q
deux propositions logiques.

P<Q) =((P=QAQ=P)

Cette propriété constitue le fondement d’'une démonstration d’équivalence par double implication.

C1.38. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE  Soient P et Q deux propositions logiques. Dire que I'équi-
valence P < Q est vraie signifie que P est une condition nécessaire et suffisante a Q. En effet, la véracité de
P < Q signifie que les implications P = Q et Q = P sont vraies.

C1.39. REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR DOUBLE IMPLICATION  Soient P et Q deux propositions lo-
giques. Pour démontrer P < Q, on peut procéder en deux temps, comme suit.

Rédaction d'une démonstration de la véracité d’'une équivalence

Nous raisonnons par double implication.

On suppose P vraie.
On démontre que, sous cette hypothese, Q est vraie.

On suppose Q vraie.
On démontre que, sous cette hypothese, P est vraie.

On prendre garde a bien démontrer deux implications.

C1.40. EXERCICE Soit n € N. Démontrer :
nestpair < n?estpair

C1.41. EXERCICE (COMMUTATIVITE DE UEQUIVALENCE)  Soient P et Q deux propositions logiques. Justi-
fier:

PeQ) =P<Q).
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S 3 QUANTIFICATEURS

C1.42. DEFINITION (PREDICAT)  Soit x une variable représentant un élément d'un ensemble E.
e Un prédicat P(x) est un énoncé dans lequel figure la variable x et qui, pour chaque valeur que peut
prendre x, est soit vrai soit faux.
¢ P(x) peut étre vrai pour certaines valeurs de x et faux pour d’autres.

Cl1.43. EXEMPLE (PREDICATS)

1. Sine Z, alors P(n) = « n est pair » est un prédicat.

n
2. SineN*, alors P(n) =« Z k+1) = (n+1)?»estun prédicat.
k=0

w

. Si x € R, alors P(x) = « x*> > 0» est un prédicat.

I

. Si f est une fonction de R dans R, alors P(f) = « f est croissante » est un prédicat.

( )
C1.44. DEFINITION (QUANTIFICATEURS V ET 3)  Soit P(x) un prédicat en la variable x représentant un
élément d'un ensemble E.

1. Sile prédicat P(x) est vrai pour toute valeur prise par x, nous dirons que la proposition :

VxeE P(x)

est vraie. Le quantificateur universel V se lit « pour tout ».

2. Sile prédicat P(x) est vrai pour (au moins) une valeur prise par x, nous dirons que la proposition :

dxeE P(x)

est vraie. Le quantificateur existentiel 3 se lit « il existe ».

C1.45. EXERCICE (ELEVATION D’UNE EGALITE AU CARRE)  La proposition quantifiée :
Vxe[-2,+o0] Vx+2=Xx < x+2=x?
est-elle vraie?

C1.46. PROPOSITIONS QUANTIFIEES GENERALES  Les énoncés mathématiques auront souvent la forme
suivante :
q1x1€E1 quZEEg qnanEn P(x1,...,xp)

e q1€1{¥,3},g2€1{V¥,3},...,g, € {V,T} sont des quantificateurs;
e P(xy,...,x,) estun prédicat dépendant des variables x1, x», ..., X, pour lesquels les ensembles d’appar-
tenance sont spécifiés : 'ensemble E; pour x1, 'ensemble E; pour x;, ..., '’ensemble E,, pour x,,.

C1.47. EX©ErcICE Comparer les deux propositions quantifiées suivantes.

P=(3xeR VyeR x<y) Q=(VyeR 3IxeR x<y)
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C1.48. ORDRE DES QUANTIFICATEURS  Dans les énoncés mathématiques, plusieurs quantificateurs seront
souvent présents. Cf. C1.51.

@ On veillera a ne jamais modifier I'ordre des quantificateurs au risque de modifier la valeur de vérité
de la proposition quantifiée. Cf. C1.47.

C1.49. EXEMPLE (LA FONCTION CUBE CROISSANTE SURR,)

Soit f I'application définie par : y

8 4

[R+ —_ [R 7 €

f X — x3 6 4

5 4

dont une portion du graphe est représentée ci-contre. 41

1. Ecrire la proposition «la fonction f est croissante sur 3+

R, » sous forme d'une proposition quantifiée. 2t

2. Démontrer que la fonction f est croissante sur R, 1+
sans recours au calcul différentiel. 0 1 2 *

'a )
C1.50. PROPRIETE (NEGATION D’UNE PROPOSITION QUANTIFIEE)  Soit P(x) un prédicat en la variable x
représentant un élément d'un ensemble E.

1. Intuitivement, dire que P(x) n'est pas vraie pour tout x € E revient a affirmer qu'il existe (au moins)
un x € E tel que P(x) est faux. D’ou :

“(VxeE P(x) = 3dxe€eE P

2. De maniere analogue, dire qu’il n'existe aucun x € E tel que P(x) est vrai revient a affirmer que P(x)
est faux pour tout x € E. D’otr :

“(3xeE P(x) = VxeE P

C1.51. EXEMPLE (LA FONCTION SINUS N’EST PAS CROISSANTE SUR [—,7T])
Soit f 'application définie par :

[-m,n] — R 1-
X — sin(x)

f

dont le graphe est représenté ci-contre.

1. Ecrire la proposition «la fonction f n’est | | x
pas croissante sur [—,7]» sous forme —7T -7/2 /2 /4
d’une proposition quantifiée.

2. Démontrer que la fonction f est n'est pas
croissante sur [—7, 7].
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C1.52. EXEMPLE (ECRITURE FORMELLE DE LA DIVERGENCE D’UNE SUITE)
1. Soit (u,) zen une suite de nombre réels. On dit que la suite (u,,) ,en cOnverge si :

J/eR VeeR} INeN VneN n>N = |lu,—¥¢|<e.

Ecrire la proposition «la suite (u,) ey diverge (i.e. ne converge pas) » sous forme d’une proposition
quantifiée.

2. Démontrer que la suite ((—1)") ,en diverge.

S 4 RAISONNEMENT PAR DISJONCTION DE CAS

C1.53. PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR DISJONCTION DE CAS
« Soient P, Q et R des propositions logiques. Nous avons établi au 2. de C1.26:

(P=RANQ@=R)=((PVQ)=R).

¢ Ainsidémontrer que I'implication (PVv Q) = R est vraie revient a démontrer que les deuximplications
P — R et Q = R sont vraies.
¢ On peut donc rédiger une démonstration de la véracité de (P v Q) = R comme suit. Cf. C1.21.

Rédaction d'un raisonnement par disjonction de cas

Nous raisonnons par disjonction de cas, en scindant I’étude en deux parties.
e I cas On suppose que P est vraie et on démontre que, sous cette hypothése, R est vraie.

» 22me cqs  On suppose que Q est vraie et on démontre que, sous cette hypothese, R est vraie.

C1.54. EXERCICE Démontrer:
VxeR |x—-1]<x®—x+1.

C1.55. GENERALISATION DU RAISONNEMENT PAR DISJONCTION DE CAS
« Soit n € N un entier tel que n > 2. Soient Py, P,..., P, et R des propositions logiques. Le résultat 2. de
C1.26 admet la généralisation suivante.

(Pr=RANP,=>RAN...N(P,—R)) =((PyvPryv...vVP,) = R)

« Ainsi démontrer que I'implication (P v Q) = R est vraie revient a démontrer que les n implications
Py = R, P =R, ..., P, = R sont vraies.
¢ On peut donc rédiger une démonstration de la véracité de (P, v P, V...V P;) = R comme suit.

Rédaction d'un raisonnement par disjonction de cas généralisé

Nous raisonnons par disjonction de cas, en scindant I’étude en n parties.
e I cas On suppose que P; est vraie et on démontre que, sous cette hypothese, R est vraie.

« 2¢me cqs  On suppose que P, est vraie et on démontre que, sous cette hypothese, R est vraie.

e n®m¢ cas On suppose que P, est vraie et on démontre que, sous cette hypothése, R est vraie.

10
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C1.56. EXERCICE Démontrer:
nn+1)(n+2) c7

Vne”Z
6

§ 5 RAISONNEMENT PAR CONTRAPOSITION

C1.57. PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR CONTRAPOSITION
« Soient P et Q des propositions logiques. Nous avons établi en C1.33 :

(P=Q) = ((~Q) = (7P))

» Ainsi démontrer que I'implication P = Q est vraie revient a démontrer que I'implication (-Q) =
(mP) est vraie.
¢ On peut donc rédiger une démonstration de la véracité de P = Q comme suit.

Rédaction d'un raisonnement par contraposition

Nous démontrons I'implication en raisonnant par contraposition.

On suppose ~Q vraie.
On démontre que, sous cette hypothese, =P est vraie.

C1.58. EXERCICE Soit a € R. Démontrer :

VeeR: la| <€e) = a=0.
+

§ 6 RAISONNEMENT PAR I’ABSURDE

C1.59. PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR I’ABSURDE
« Soit P une proposition logique. Supposons qu’il existe une proposition logique Q telle que :
— limplication =P = Q est vraie;
— Q est fausse.
Alors, d’apres la table de vérité de 'implication C1.18, P fausse, i.e. P est vraie.
» Ainsi, pour démontrer que P est vraie, on peut supposer que P est fausse et en déduire une proposition
fausse (on parle de contradiction).

Rédaction d'un raisonnement par I’absurde

Nous raisonnons par I’absurde.

On suppose 1P vraie.
On écrit une chaine de déductions qui aboutit a une proposition fausse.

C1.60. EXERCICE Démontrer que v/2 est un nombre irrationnel.

11
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S 7

Cl.61.

Cl1.62.

RAISONNEMENT PAR ANALYSE-SYNTHESE

PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR ANALYSE-SYNTHESE
Il s’agit d'un mode de raisonnement fort utile pour démontrer qu'un objet vérifiant certaines propriétés
existe.
On procede en deux temps, qui doivent se distinguer nettement dans la structure de la rédaction : la
phase d’analyse et la phase de synthese.
Phase d'analyse (ou recherche d'une condition nécessaire) On suppose que I'objet existe et on essaie
d’en déduire des propriétés qui nous aide a en obtenir une description (e.g. une « formule »).
N.B. La phase d’analyse s’acheve par une proposition d’objet qui est un candidat pour vérifier les
conditions requises.

Phase de synthese (ou recherche d’'une condition suffisante) On considere le candidat que 'on a iden-
tifié en fin d’analyse et on vérifie qu’il vérifie toutes les propriétés demandées.

N.B. Si en fin d’analyse, un unique candidat a été obtenu, nous pouvons conclure, a la fin de la synthese
que l'objet recherché existe et est unique.

Rédaction d'un raisonnement par analyse-synthése

Nous raisonnons par analyse-synthese.

e Analyse Supposons qu’il existe un objet vérifiant toutes les propriétés demandées. Alors

Nous proposons :
comme candidat pour vérifier les conditions requises.

 Synthese Nous vérifions si le candidat obtenu en fin d’analyse vérifie toutes les conditions
de I’énoncé.

EXERCICE  Soitune fonction f: R —— R. Démontrer qu’il existe une unique fonction p: R — R

paire et une unique fonction i: R —— R impaire telles que :

S 8

C1.63.

VxeR fxX)=px)+ilx).

RAISONNEMENTS PAR RECURRENCE

PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR RECURRENCE SIMPLE
Soit P(n) un prédicat en la variable n représentant un élément de N.
Un des axiomes de ’ensemble N, appelé axiome de récurrence, s’énonce comme suit. L'implication

[PO)A(VneN P(n)=Pn+1))] = (VneN P(n))

est vraie.
Ainsi, pour démontrer que (Vn e N P(n)), est vraie il suffit de démontrer que les deux propositions
P0)et(VrneN P(n)— P(n+1)) sont vraies.

12
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» Lapropriété P(0) est appelée initialisation.

o Lapropriété (VvneN P(n)= P(n+1))estnommée hérédité ou caractere héréditaire du prédicat.

¢ On peut imager la récurrence par une chaine de dominos numérotés numérotés 0,1,2,...,n... qui
tombent. Si 'on fait tomber le premier domino numéroté 0 (initialisation) et si I'on sait que dés lors
qu'un domino chute son successeur chute également (hérédité) alors tous les dominos vont tomber
(axiome de récurrence).

Rédaction d'un raisonnement par récurrence simple

e Définition du prédicat Nous définissons, pourtout neN, P(n) =...................
Nous démontrer que P(n) est vraie, pour tout n € N, en raisonnant par récurrence.
e Initialisation au rang 0 Nous démontrons que la proposition P(0) est vraie.

e Hérédité Soit n un entier naturel fixé tel que P(n) est vraie. Nous démontrons,
sous cette hypothese, que P(n + 1) est vraie.

« Le rang initial peut étre un autre entier ny € Z que 0. Dans ce cas, l'initialisation doit étre établie au
rang ny et le caractere héréditaire doit étre démontré a partir du rang ny.

Rédaction d'un raisonnement par récurrence simple (forme générale)

e Définition du prédicat Nous définissons, pour tout entier n > ng, P(n) =................
Nous démontrer que P(n) est vraie, pour tout entier n > ny, en raisonnant par récurrence.
e Initialisation au rang ny Nous démontrons que la proposition P(ng) est vraie.

e Hérédité Soit n > ny un entier naturel fixé tel que P(n) est vraie. Nous démontrons,
sous cette hypothése, que P(n + 1) est vraie.

C1.64. EXERCICE Démontrer:

nn+1)2n+1)

n
VneN, Y k*=
k=1 6

C1.65. EXERCICE Pour tout n €N, posons:

P(n) : «9divise 10" + 1 ».

/////

VneN (9divise 10" +1 = 9 divise 10" +1) .

2. Lapropriété P(n) est-elle vraie pour tout n € N ?

13
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( )
C1.66. PROPRIETE  Soit P(n) un prédicat en la variable n représentant un élément de N. Les trois
propositions logiques suivantes sont équivalentes.

1. [PO)A(VrneN Pn)=—Pn+1)] = (VneN P(n))
2. [POAPQ)A(VReEN (PmMAPn+1))=>Pn+2))] = (VneN P(n))

3. [POA((VneN (POAPIA...APn))=Pn+1))] = (VneN P(n))

En vertu de 'axiome de récurrence, les trois propositions logiques ci-dessus sont toutes vraies.

-

C1.67. PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR RECURRENCE DOUBLE
» Soit P(n) un prédicat en la variable n représentant un élément de N.
« D’apres C1.66, I'implication

[PO)APA)A(VREN (Pm)APn+1))=>Pn+2))] = (VneN P(n))

est vraie.
» Ainsi, pour démontrer que (Vn e N P(n)), est vraie il suffit de démontrer que les trois propositions

P0),Pl)et(VneN (P(n)APn+1))— P(n+2))sont vraies.

Rédaction d'un raisonnement par récurrence simple

 Définition du prédicat Nous définissons, pourtout €N, P(n) =...................
Nous démontrer que P(n) est vraie, pour tout n € N, en raisonnant par récurrence double.
e Initialisation aux rangs 0 et I Nous démontrons que les propositions P(0) et P(1) sont vraies.

e Hérédité Soit n un entier naturel fixé tel que P(n) et P(n + 1) sont vraies. Nous démontrons,
sous cette hypothese, que P(n + 2) est vraie.

« Comme en C1.63, le rang initial peut étre un autre entier ny € Z que 0. Dans ce cas, I'initialisation doit
étre établie aux rangs ng et ny + 1, et le caractére héréditaire doit étre démontré a partir du rang ny.

C1.68. EXEMPLE  Soit (u4y),en la suite définie par uy =3, u; =5 et la relation de récurrence :
Un+2 =3Up+1 —2Up

valable pour tout 7 € N. Démontrer :
VneN  u,=2""1+1.

14
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C1.69. PRINCIPE ET REDACTION D’UN RAISONNEMENT PAR RECURRENCE FORTE
» Soit P(n) un prédicat en la variable n représentant un élément de N.
« D’apreés C1.66, 'implication

[PO)A(VreEN (POAPUAN...APn))=P(n+1))] = (VrneN P(n))

est vraie.
¢ Ainsi, pour démontrer que (Vn e N P(n)), est vraie il suffit de démontrer que les deux propositions

PO et(VrneN (POAPQ)A...AP(n))=— P(n+1)) sont vraies.

Rédaction d'un raisonnement par récurrence forte

e Définition du prédicat Nous définissons, pourtout €N, P(n) =...................
Nous démontrer que P(n) est vraie, pour tout n € N, en raisonnant par récurrence forte.
e Initialisation au rang0 Nous démontrons que la proposition P(0) est vraie.

e Hérédité Soit n un entier naturel fixé tel que les propositions P(0), P(1),...,P(n—1),P(n)
sont vraies. Nous démontrons, sous cette hypothese, que P(n + 1) est vraie.

+ Comme en C1.63 et en C1.67, le rang initial peut étre un autre entier ny € Z que 0. Dans ce cas, I'initia-
lisation doit étre établie aux rangs ng et ng + 1, et le caractere héréditaire doit étre démontré a partir du

rang ny.
C1.70. EXERCICE Démontrer que :
VYneN* dpeN JkeN n=2P2k+1)

i.e. que tout entier naturel non nul est le produit d'une puissance de 2 et d'un nombre impair.
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