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11. FAMILLES SOMMABLES

§ 1 RAPPELS SUR LES APPLICATIONS INJECTIVES, SURJECTIVES, BIJECTIVES
Soient E et F deux ensembles non vides et f: E—— F une application.

Lapplication f est injective, et 'on note f: E—— F, sil’'une des trois conditions équivalentes suivantes est vérifiée.

E F
(@) ¥ (x1,%) € B2, f(x) = f(x) = x1 = %p . / .
(b) Tout élément de F posseéde au plus un antécédent par f dans E. b 2
(c) Pour tout y € F, I'équation f(x) = y d'inconnue x dans E posséde au plus une solu- c 3
tion.
4
Lapplication f est surjective, et'on note f: E—— F, sil'une des trois conditions équivalentes suivantes est vérifiée.
E - F
(@ VyeF 3xeE f(xX)=y 4 / .
(b) Tout élément de F possede au moins un antécédent par f dans E. b 2
(c) Pour tout y € F, 'équation f(x) = y d'inconnue x dans E possede au moins une c 3
solution.
d

Lapplication f est bijective, et'on note f: E —— F, sil’'une des quatre conditions équivalentes suivantes est vérifiée.

(a) Lapplication f est injective et surjective. f

(b) VyeF 3lx€E, f(x)=y a 1

(c) Tout élément de F posséde un unique antécédent par f dans E. b 2

(d) Pour tout y € F, I’équation f(x) = y d'inconnue x dans E possede une unique une @ 3
solution. d 4

C11.1. PROPOSITION (INJECTION, SURJECTION, BIJECTION ET COMPOSITION) Une composée d’applications injectives (resp.
surjectives, bijectives) est injective (resp. surjective, bijective).

Trois résultats sont a établir. Soient E, F, G trois ensembles et f: E F et g: F—— G deuxapplications.
(i) Supposons f et g injectives et démontrons que go f est injective. Soit (x1, x2) € E? tels que g(f(x1)) =
g(f(x2)). Comme g est injective, f(x;) = f(x2). Puis par l'injectivité de f, x; = x».

Démonstration (ii) Supposons f et g surjectives et démontrons que go f est surective. Soit z € G. Comme g: F —— G est
surjective, il existe y € F tel que z = g(y). Comme f: E —— F est surjective, il existe x € E tel que y = f(x).
Ainsi z = g(f(x)).

« Le résultat pour les applications bijectives se déduit de (i) et (ii).

Si f: E—— F estbijective, 'application f~! définie

E F F E

par: f £
a 1 1 a
a4 | F — E b 2 2 /b
f y +— l'unique xe Etel que f(x) =y c 3 3 c
d 4 4 d

est appelée application réciproque de f.

C11.2. PROPOSITION (COMPOSEE D’UNE APPLICATION BIJECTIVE ET DE SON APPLICATION RECIPROQUE) Si f: E—— Fest
bijective alors f~'o f =idg et fo f~! =idf.

o Les applications f~!o f et idg ont méme source et but. Il reste 2 démontrer que, pour tout xy € E,
FH(f(x0)) = xo. Soit xy € E. Posons y := f(xp) € F. Lunique solution de 'équation f(x) = y d’'inconnue
x € E est xo. Ainsi, f~1() = xo, ce qui s’écrit encore f~1(f (xp)) = Xo.

e Les applications fo f~! et idr ont méme source et but. Il reste 2 démontrer que, pour tout y € F,
f( f‘l(y)) = y. Soit y € F. Comme f~!(y) est I'unique solution de I'équation f(x) = y d’inconnue x € E,

fw)=y.

Démonstration
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C11.3. PROPOSITION (BIJECTIVITE VS. INVERSIBILITE A GAUCHE ET A DROITE) Lapplication f: E —— F est bijective si et
seulement s’il existe une application g: F Etelle que go f =idg et fo g =idf. De plus, si cette application g: F —— E existe,
alors g = f~1.

= Supposons f bijective. Alors nous pouvons considérer son application réciproque f~!. Si 'on pose

g:=f 1 alors go f =idg et fog=idp, d’aprés C11.2.

<= Supposons qu'il existe une application g: F —— E telle que go f =idg et fo g =id.
(i) Soient (x1,x2) € E? tel que f(x;) = f(x2). En composant chacun des membres de cette identité par

Démonstration g, il vient g(f(x1)) = g(f (x2)), soit x; = xp puisque go f =idg. Lapplication f est donc injective.

(ii) Soit y € F.Puisque fog =idF, f(g(y)) = y. Il existe donc x := g(y) € E tel que f(x) = y. Lapplication
f est donc surjective.

(iii) De fog =idr ondéduit f~'o(fog) = f~loidr. En utilisant I'associativité du produit de composition
et C11.2, il vient g = f~1.

Si f: E—— F est bijective, alors C11.3 entraine que f~!: F —— E est également bijective et que son application réciproque
est donnée par (f~1) ' = 1.

C11.4. EXERCICE (INJECTIVITE VS. INVERSIBILITE A GAUCHE)  Lapplication f: E —— F est injective si et seulement s'il existe
une application g: F Etelque go f =idg.

< Cf. démonstration de C11.3.
—> Supposons que 'application f: E —— F est injective. Fixons un élément x; dans I'ensemble E supposé non
vide. Soit y € F. Comme f est injective, I'équation &} : f(x) = y d'inconnue x € E a 0 ou 1 solution. On pose

Indication I'unique x € E tel que f(x) =y sié&) alsolution

8= { X0 si &y a 0 solution.

Vérifier que I'application g: F —— E ainsi définie convient.

C11.5. EXERCICE (SURJECTIVITE VS. INVERSIBILITE ADROITE)  Lapplication f: E —— F estsurjective si et seulement s’il existe
une application g: F Etelque fog=idp.

< Cf. démonstration de C11.3.

—> Supposons que l'application f: E —— F est surjective. Soit y € F. Comme f est surjective, 'équation
&y: f(x) = y d'inconnue x € E a au moins une solution. On « choisit » une solution de &y, que I'on nomme g(y),
Indication i.e. on pose

g(y) := une solution « choisie » et fixée de &, .

Vérifier que I'application g: F —— E ainsi définie convient.

C11.6. EXERCICE (IL EXISTE E —— F SSIIL EXISTE F —— E)  Démontrer qu’il existe une application injective de E dans F si
et seulement s’il existe une application surjective de F dans E.

Indication I Raisonner par double implication et combiner les résultats C11.4 et C11.5.
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§ 2 ENSEMBLES FINIS

§ 2.1 DEFINITIONS D’UN ENSEMBLE FINI ET DU CARDINAL D’UN TEL

C11.7. THEOREME (INJECTION, SURJECTION, BIJECTION DE [1, n] DANS [1,m])  Soient n et m deux entiers naturels non nuls.
(a) S’il existe une application injective f: [1, n] —— [1, m], alors n < m.

(b) S’il existe une application surjective f: [1, n] —> [1, m], alors n > m.
(c) S’il existe une application bijective f: [1, n] —— [1, m], alors n = m.

(a) On démontre par récurrence sur ’entier n € N* que le prédicat
Pm) | ImeN*, (3f: [L,nl— [, ml) = n<m»

est vrai.
Initialisation a n = 1. Clair.
Héreédité. Soit n € N* tel que 2 (n) est vraie. Soit me N* et f: [1,n+ 1] —— [1, m].
o Lentier naturel non nul m n’est pas égal a 1. En effet, si m = 1 alors f(1) = f(n+1) = 1, ce qui, comme
1# n+1, contredit 'injectivité de f. Ainsim—1 > 1.
e Supposons que f(n+1) = m. Alors I'application

Démonstration [1,n] — [1,m-1]

7 x — fx)

est bien définie et est injective, comme restriction et corestriction de 'application injective f.
D’apres 2(n), n< m—1letdoncn+1< m.

o Supposons que f(n+ 1) # m. Considérons la transposition T fm+),m: 11, ml —— [1,m] qui envoie
f(n+1) sur m, msur f(n+ 1) et qui fixe tous les autres éléments de [1, m]. On observe que 'appli-
cation g := T f(n+1),m of:[1,n+1] —— [1, m] est injective par C11.1 et vérifie g(n + 1) = m. On est
alors ramené au cas précédent, qui livre n+1 < m.

(b) Conséquence de (a) et C11.6.
(c) Conséquence de (a) et (b).

-
C11.8. DEFrINITION (ENSEMBLE FINI).  Un ensemble E est fini s’il vérifie 'une des deux conditions suivantes.

(@ E=¢

(b) Ilexiste neN* et une bijection f: [1,n] —— E.

rCl 1.9. DEFINITION (CARDINAL D’UN FINI). Soit E un ensemble fini. Le cardinal de E est le nombre entier noté |E| ou A
Card(E) ou #E défini par :

n s'il existe un entier n € N* et une bijection f: [1,n] —— E.

0 SiE=9¢
|E| ::{

D’apres C11.7, le cardinal d'un ensemble fini non vide est bien défini.

C11.10. EXEMPLES
(a) SineN*, alors [1,n] estfiniet|[1, n]| = 1. En effet, 'application idpy ; : [1, 2] —— [1, n] est bijective.
(b) SiE estun singleton alors E est fini et | E| = 1. En effet, si a désigne 'unique élément de E alors I'application

[L,11={1} — E
1 — a

est bijective.

C11.11. PROPOSITION (EQUIPOTENCE ET FINITUDE) Soit E un ensemble fini non vide et ¢: E —— F une application
bijective de E vers un autre ensemble F. Alors F est fini et |F| = |E|.
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Comme E est un ensemble fini non vide, il existe un entier n € N* et une application bijective f: [1, n]

Démonstration E.D’apres C11.1, I'application ¢o f: [1,n] —— F est bijective. D’aprés les définitions C11.8 et C11.9, F est
finiet |F|=n=|E|.

C11.12. EXERCICE Démontrer que 'ensemble E := {n € [2,200] : n est pair} est fini et préciser son cardinal.
Indicati | Commencer par décrire 'ensemble E en extension, puis construire une application bijective de f: [1,100] ——
ndaicaton

C11.13. EXERCICE (FINITUDE ET CARDINAL DE [a,b]).  Soient a et b des entiers relatifs tels que a < b. Démontrer que I'en-
semble [a, b] est fini et préciser son cardinal.

Indication I Construire une application bijective de f: [1,b—a+ 1] —— [a, b].

§ 2.2 PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI

Cl11.14. THEOREME (PARTIES DE [1,n])  Soit n € N*. Soit A une partie de [1, 7].
(a) Si A#[1,n] alors’ensemble A est fini et |A| < n.
(b) Si|A|=n,alors A=1[1,n].

(a) On démontre par récurrence sur ’entier n € N* que le prédicat
2P (n) ‘ «VAe2([1,n]), AC[1,n] = Aestfinieet |Al<n»

est vrai.
Initialisation a n = 1. Lensemble vide est la seule partie de [1,1] = {1} distincte de {1}. Comme @ est fini de
cardinal 0 < 1, 'assertion 22(1) établie.
Hérédité. Soit n € N* tel que & (n) est vraie. Ceci implique que toute partie X de [1, n] est finie de cardinal
| X| < n. En effet, si X # [1, n] il s’agit d'une conséquence de 22(n). Sinon X = [1, n] et le résultat découle de
C11.10.
Soit A une partie de [1, 7+ 1] dictincte de [1, n + 1].
e SiA=g@alors Aestfiniet|A|=0<n+1.
* Supposons désormais que A est non vide.
— Sin+1¢ A, alors A est une partie de [1,n]. Donc Aestfiniet |[A|l<n<n+1.
— Supposons a présent que n+1 € A. Comme A # [1,n+ 1], il existe a € [1, n] tel que a ¢ A. Intro-
duisons la partie B := (A\ {n+1}) L {a} de [1, n]. Ainsi B est finie, de cardinal |B| < n. Si x € B et
Y € A, on pose

Démonstration

X six#a
n+l six=a

y siy#n+l

et g(y)={a siy=n+1

flx) = {
d’ot deux applications f: B—— Aet g: A—— B qui sont bien définies. On vérifie fo g =id4
et go f =idp. Par C11.3, f est bijective. D’apres C11.11, Aestfiniet |[A|=|B|<n<n+1.
(b) Conséquence de (a).

C11.15. COROLLAIRE (PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI)  Soit E une ensemble fini de cardinal n € N*. Soit A une partie de E.
(@) Si A#E, alors1’ensemble A est fini de cardinal | A| < n.
(b) Si|Al=nalors A=E.

(a) Comme E est fini de cardinal n € N*, il existe une bijection f: [1, n] —— E. Supposons donc que A est

une partie distincte de E. Considérons la partie B:= {x € [1,n] : f(x) € A} de [1, n].

» Uensemble B est distinct de [1, n]. En effet, B = [1, n] implique A = E d’apreés la surjectivité de f.
» Comme B est une partie de [1, n] distincte de [1, n], B est fini et |B| < n d’apres C11.14.

) . « L'application

Démonstration B — A

£ lx — fx)

est bien définie. La bijectivité de f implique celle de g. D’apres le point précédent et C11.11, A est fini et
|A|l =|B| < n.
(b) Conséquence de (a).
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C11.16. EXERCICE (PRINCIPE DES TIROIRS)  Soit A et B deux parties d'un ensemble fini E. Démontrer que si | A|+|B| > | E|, alors
A et B ont au moins un élément en commun.

§ 2.3 REUNION DISJOINTE D’ENSEMBLES FINIS

rCl 1.17. THEOREME (REUNION DISJOINTE DE DEUX ENSEMBLES FINIS)
A B
Soit A et B deux parties finies disjointes (AN B = @) d'un ensemble E. Lensemble
ALl B est fini et
|AuB| =|A|+|B] .
" J

Si A =@, alors AU B = B et I'assertion est claire puisque |A| = 0. Par symétrie des roles joués par A et B,
I'assertion est vraie dans le cas ou B = @. Supposons désormais que A et B sont non vides.
Comme A et B sont finies et non vides, il existe (a, b) € N* x N* et deux applications bijectives

f:[l,al — A et g:[1,b] —B.

Lapplication
,a+bl — AUB
h fn) sin<a
n — .
gn—a) sin>a

est bien définie.
e Soit (11, n,) € [1,a+ b]? tel que h(n1) = h(ny) € AU B.
— Supposons h(n;) = h(ny) € A. Alors comme ANB =@, n; < aetny < aetdonc k(ny) = f(n;) et
h(ny) = f(n2). Comme f estinjective, n; = ny.
— Supposons hk(n;) = h(ny) € B Alors comme AN B = @, n; > a et n, > a et donc h(n,) = g(n; — a)
et h(ny) = g(np — a). Comme g est injective, ny —a = ny — a et donc n; = ny.
Lapplication / est injective.
e Soitye AUB.
— Siye A alors fL(y) € [1,al etdonc h(f 1) =f (1) =y.
— SiyeB,alorsg™l(y) € [1,b] etdonc a+g 1 (y) € [a+1,a+b].Ainsih(a+ g7 (1) =g (g (1) =y
Lapplication h est surjective.
Comme l'application £ est bijective, C11.11 livre la finitude de 'ensemble ALIB et |[AUB| = a+b = |A|+|B|.

Démonstration

p
C11.18. COROLLAIRE (REUNION DISJOINTE D’UN NOMBRE FINI D’ENSEMBLES FINIS)
Soient p = 2 et Ay, Ay,...,Ap des parties finies deux-a- As
14 Ay
deux disjointes d'un ensemble E. Lensemble | | Ax est
k=1
fini et
p p
L] Ak|= D 1Akl
k=1 k=1 Ay
| J
On raisonne par récurrence sur l'entier p > 2.
Initialisation p = 2.. Pour p = 2, I'assertion a été établie en C11.17.
Hérédité. Soient Ay, Ay, ..., Ap, Ap+1 des parties finies deux-a-deux disjointes de E. D’apres I'hypothese de
p p
récurrence, I'ensemble |_| Ay est fini. Comme les ensembles |_| Ax et A, sont finis et disjoints, C11.17
Démonstration k=1 k=1
p+l1 p p+1 p
livre la finitude de 'ensemble | | A = | || Ax|uAps1 et ||| Ak|= Ag|+|Ap+1| . D’apres hypothese
k=1 k=1 k=1 k=1
P 14 p+l p+l
de récurrence, | |_| Ax| = )_ [Akl. Nous en déduisons || | Ax|= ) Akl
k=1 k=1 k=1 k=1
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Le cas d’'une réunion finie de parties finies non nécessairement deux-a-deux disjointes d'un ensemble E sera discuté plus loin,
cf. C11.19 et C11.20.

§ 2.4 REUNION D’ENSEMBLES FINIS

( )
C11.19. PROPOSITION (REUNION DE DEUX ENSEMBLES FINIS)
A B
Soient A et B deux parties finies d'un ensemble E. Lensemble AU B est fini et
4\
|[AUB|=|A|l+|B|-|ANnB| . )
AnB--~
- J

On décompose les ensembles A, B et AU B en réunions disjointes comme suit.

i) A=(AnB) LU (A\ANB)

(ii) B=(AnB)u (B\ANnB)

(iii) AUB=(A\ANnB)uU (AnB)u (B\ANB)

Comme A\ An B et An B sont des parties de 'ensemble fini A, A\ An B et An B sont des ensembles finis
Démonstration (C11.15). Comme B\ AN B est une partie de ’ensemble fini B, B\ AN B est un ensemble fini (C11.15). D’apres
C11.18, (iii) livre la finitude de 'ensemble AU B et il vient

|A|()|AﬁB|+|A\AﬁB| IBI(;)IAﬂBl—i-IB\AﬂBI IAUBI(f)|A\AnB|+|AnB|+|B\AmB|.
11 111

i

En combinant ces trois identités, on obtient cellee de la proposition.

C11.20. EXERCICE (FORMULE DU CRIBLE)

As
Soient p = 2 et A, A,...,Ap des parties finies d’'un en- A
p 1
semble E. Alors I’ensemble U Ay est fini et
k=1
P 4 +1
U A=) D7 > |[Ai N A, NN Ay .
k=1 = Lir<izg<..<ip<
k=1 1<ii<ig<..<ip<n Ay
On établit le résultat en raisonnant par récurrence sur I’entier p > 2. Linitialisation a p = 2 résulte de C11.19. Pour
p+1
Indicat I’hérédité, on pourra remarquer que si Ay, ..., Ap, Ap41 sont des parties finies de E, alors 'ensemble U Ay estla
ndication k=1

p
réunion des deux ensembles | Ag et Ap41.
k=1

§ 2.5 PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES FINIS

C11.21. CARDINALDU PRODUIT CARTESIEN DE 2 ENSEMBLES FINIS  Soient Ej, E; deux ensembles finis non vides. Lensemble
E1 xE» est fini et |E1 X E2| = |E1| X |E2|

Posons n; := |E;| € N* et np := |E,| € N*. Par hypothese, il existe des bijections fi: [1,7;] —— E; et
f2: [1,n2] —— E,. Comme
np—1
) [, mnol = | | lkny+1,kny +nl

Esquisse k=0

46 de . pour tout x € [1, ny ny], il existe un unique couple (a(x), b(x)) € [1,n1] x [0, ny — 1] tel que x = b(x)n; + a(x).
émonstration Lapplication
f [1,nin] — E1 x E,
x —  (filax), f2((b(x) + 1)

est bien définie. On vérifie qu’elle est bijective.
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C11.22. CARDINAL DU PRODUIT CARTESIEN DE p ENSEMBLES FINIS Soient p € N, et E,..., Ep des ensembles finis non

p p
[TE:|=T1IE:l
i=1

i=1

p
vides. Lensemble [ | E; est fini et

i=1

On démontre I'assertion par récurrence sur p € N> ».

Initialisation a p = 2. L'assertion a été établie en C11.21.

Heérédiré. Soit p € N, tel que I'assertion est vraie pour un produit cartésien de p ensembles finis non vides.
Soient Ej, ..., Ep, Ep+1 des ensembles finis non vides. On note ny, ..., np, np11 les cardinaux respectifs de ces

p
= [ n:. N existe donc une
i=1

p p
ensembles. D’apres 'hypothése de récurrence, 'ensemble H E; estfini et H E;
i=1 i=1

bijection
p
f [,n...np] — UEi

i=1
Démonstration 5 —  (filx),..., fp(x).

Comme Ej,; est fini de cardinal n,,1, il existe une bijection g: [1,7,:+1] —— Ep+1. On en déduit que
I'application

p+1
p | L mpl <ML npal — 1_[1Ei
i=
(x,) —  (fi(x),..., fp(x), g(y)

p+1

est bijective. D’apres C11.21, 'ensemble [1, n; ... npl x [1, np11] est fini de cardinal H n;. On conclut alors
i=1

en appliquant C11.11.

§ 2.6 ENSEMBLE DES APPLICATIONS ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS

C11.23. EXEMPLE Considérons un ensemble E = {a, b, ¢} de cardinal 3 et un ensemble F = {1,2} de cardinal 2. Lensemble FE

des applications de E dans F est formé des 2% = 8 éléments ci-dessous.

E F E F E F E F
h f2 f3 fa

a 1 a 1 a 1 a T— 1

b 7 b % b b

c 2 c 2 c 2 c 2

E - F E F E - F E F
/5 fe f7 I8

S T
[\
o
\S]
o T
[\S}
S T Q
[\S] —

Cl11.24. PROPOSITION (NOMBRE D’APPLICATIONS ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS) Soient E et F des ensembles finis non
vides. Alors I'ensemble F¥ des applications de E vers F est fini et |FE| = |F|'El.

(a) On démontre par récurrence sur ’entier n € N* que le prédicat

2 (n) | «Pour tout ensemble fini non vide E de cardinal n, pour tout ensemble fini non vide F, FF est fini
de cardinal |F|™. »
est vrai.
Démonstration Initialisation a n = 1. Soit E = {xo} un ensemble de cardinal 1 et F un ensemble fini non vide. Les applica-
tions .
O et ‘I’F_> E—{xl: F
f — flxo) y — f v
X0 — ).

sont bien définies et vérifient ®o ¥ =idp et ¥ o® = idzz. Lapplication ¥ est donc bijective. De C11.11 nous
déduisons alors que FE est fini, de cardinal |F| = |F| .
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(b) Heéredité. Soit n € N* tel que 22(n) est vraie. Soient E un ensemble fini de cardinal n+1 et F un ensemble
fini non vide. On fixe un élement xy de E. Comme E = {xp} LU E \ {xg}, 'ensemble E \ {xp} est fini et |E \ {xp}| =
|E| = [{xo}| = n. Les applications

FE\{xo} xF — FE
E __, E\{xo} .
ol F F x F o E F
o —  (fiergeoh f(X0) ©y — f|, . |8&W sixeE\{x}
y six=xp

sont bien définies et vérifient ® o ¥ = id pp\(x}  p €t ¥ 0 ® = ide. Lapplication W est donc bijective. D’apres
I'hypothese de récurrence, 'ensemble F£\X0! est fini de cardinal | F|”. D’aprés C11.21, 'ensemble FE\%o! x F
est fini de cardinal | FE\®!| x |F| = |[F|"*!. De C11.11 nous déduisons enfin que |F| = |F|"*1.

C11.25. EXERCICE (NOMBRE D’INJECTIONS D’UN ENSEMBLE FINI DANS UN AUTRE)  Soient E et F des ensembles finis non vides.
On pose k:=|E|eN*, n:=|F| e N* et on introduit

Inj(E, F) := {f € F¥ : f est injective} .

Cet ensemble Inj(E, F) est fini (car inclus dans FF) et nous nous proposons de déterminer son cardinal.
(a) Démontrer que Inj(E, F) est vide si k > n.

. . n! . L .
On se propose de démontrer que, si k < n, alors |In] (E, F)| = ﬁ’ en raisonnant par récurrence sur le cardinal k de E. Pour tout
n-k)!

k)
k € N* on introduit le prédicat

(k) | «Pour tout ensemble fini non vide E de cardinal k, pour tout ensemble fini non vide F de cardinal n > k,

n!
Inj(E,F)| = ———.
| nj( )| TR »
(b) Justifier que l'assertion 22(1) est vraie.
Soit désormais k € N* tel que 22(k) est vraie. Soient E un ensemble fini de cardinal k + 1 et F un ensemble fini de cardinal n > k + 1.
On fixe un élément xy de E. Pour tout y € F, on pose [, := {f eInj(E,F) : f(xg) = y}.

N -!
(c) Soit y € F. Al'aide de 'hypothese de récurrence, démontrer que |Iy| = %
n—k-1)!

(d) En écrivant Inj(E, F) al’aide des ensemble I, ou y € F, en déduire que |Inj(E, F)| = ( , ce qui prouve L (k + 1).

n!
n—k-1)!

(a) Par hypothese, il existe deux bijections f: [1,k] —— E et g: [1,n] —— F. A l'aide de f et g construire
deux applications ®: Inj(E,F) —— Inj([1, kI, [1,n]) et ¥: Inj([1, k1, [1, n]) Inj(E, F) telles que ®o ¥ =
idin(g,k1,11,mp) €8 W 0 @ = idmjE, )

(b) Soit E = {xo} un ensemble de cardinal 1 et F un ensemble de cardinal n > 1. Construire deux applications
Indication ®@: Inj({xo}, F) —— F et ¥: F —— Inj({xo}, F) telles que ®o ¥ = idr et ¥ o ® = idnj((x,}, F)-

(c) Construire deux applications ®: I, —— Inj(E\ {xo}, F\{y}) et ¥: Inj(E\ {xo}, F\{y}) —— I, telles que
@ o ¥ =idpyj(p\(xy),Fr{y}) €Y 0P =idy,. On prendra soin de justifier le caractere bien défini de @ et V.

(d) Observer que Inj(E, F) = | | 1.
yeF

C11.26. EXERCICE (ARRANGEMENTS)  Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n € N*. Soit k € [1, n]. Un k-arrangement
de E est un k-uplet (xy,..., xx) d’éléments de E tel que les x,..., x; sont deux-a-deux distincts. Déduire de C11.25, le nombre de
k-arrangements d’éléments de E.

Notons .szf,’f I'ensemble de tous les k-arrangements d’éléments de E,

af,f = {(xl,...,xk) e EF: X1,..., X sont deux-a-deux distincts} .

Indication

Il s’agit de calculer |a¢,f | Construire deux applications ®: af,f —— Inj([1,k],E) et ¥: Inj([1,k], E) — .szfrlf telles
que DoV = idInj([[l,k]l,E) etVod= ldﬂ{k
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C11.27. THEOREME (CRITERE DE BIJECTIVITE POUR UNE APPLICATION ENTRE DEUX ENSEMBLES FINIS) Soient E et F deux
ensemble finis non vides. Soit f: E—— F. Si |E| = |F| alors les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(a) f estbijective.

(b) f estinjective.

(c) f estsurjective.

« Il est clair que (a) implique (b) et (c).
* Démontrons que (b) implique (a). Supposons 'application f injective. Alors I'application

x — fx
Démonstration
est bijective. D’apres C11.11, |f(E) | = |E| = |F|. Lapartie f(E) de F est finie, de méme cardinal que F. D’apres
C11.15, f(E) = F, i.e. f est surjective.

* Démontrons que (c) implique (a). Supposons I'application f surjective. D’apres C11.5, il existe une appli-
cation g: F —— E telle que f o g =idr. Lapplication g est injective et, d’apres le point précédent, elle est
bijective. De f o g = idr, on déduit alors que f = g~! est bijective.

C11.28. PROPOSITION (NOMBRE DE PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI) Soit E un ensemble fini non vide. On note & (E)
I'ensemble de ses permutations, i.e. 'ensemble des bijections de E dans E. Lensemble G(E) est fini et |S(E)| = |E|!.

Démonstration I D’apres C11.27, G(E) = Inj(E, E). Le résultat découle alors de C11.25.

§ 2.7 ENSEMBLE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI

C11.29. DEFINITION (ENSEMBLE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE FINI)  Soit E un ensemble fini de cardinal n € N.
(a) Pour tout k € [0, n], on note & (E) I'ensemble des parties de E a k de cardinal k.
(b) On note Z(E) 'ensemble de toutes les parties de E.

|E|
C11.30. REMARQUE Si E est un ensemble fini, alors 22(E) = |_| P (E).
k=0

C11.31. ExEMPLE Soit E = {a, b, ¢, d} un ensemble de cardinal 4. Nous représentons ci-dessous toutes les parties de E non vides.

{a} € 2 (E) {b} € 2\ (E) {c} e 2 (E) {d} e 2, (E) {a, b} € 2, (E)

‘
‘
‘
‘
‘

{a,c} € 5 (E) {a,d} € 2,(E) {b, ¢} € 25 (E) {b,d} € 2,(E) {c,d} € 25(E)

I m
I m

©
ty
‘
‘
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{a,b,c} € P3(E {a, bd,e@;(E) {dCd}E@g(E) {de}E@g(E) {a,b,c, d}EW;;(E)
Ainsi :

() Po(B) = () et |Po(B)] = 1 = (3)

(i) 22 (E) = {{a},{b},{c}, {d}} et |27 (E)| =4 = (411)

(iii) 25 (E) = {{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d}} et | P (E)|=6= ;1
(iv) &3(E) ={{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}} et | P3(E)|=4= (:)

4
(iv) P4(E)={{a,b,c,d}} et |P4(E)|=1=

4 4 4 4 4
De 2 (E) = |_| 2(E), nous en déduisons |2(E)| = Y |2 (E)| = Z( ): Z( )1 1 F=a+1t=2"=16.
k=0 k=0 izo\k) i=o\k

C11.32. PROPOSITION (NOMBRE DE PARTIES A kK ELEMENTS D’UN ENSEMBLE) Soit E un ensemble fini de cardinal 7. Pour

tout k € [0, n], 'ensemble &, (E) est fini et |2 (E)| = Z .

On démontre par récurrence sur 'entier n € N que le prédicat

22 (n) | «Pour tout ensemble fini E de cardinal n, pour tout k € [0, n], I'ensemble &2 (E) est fini et

n
o
k
est vrai.

Initialisation a n = 0. Clair.
Hérédité. Soit n € N tel que 'assertion 22(n) est vraie. Soit E un ensemble de cardinal n + 1.
e Lensemble E possede une unique partie a 0 élément, I’ensemble vide. Ainsi 2% (E) = {@} est fini, de cardi-
1
nall= nt
0

* Lensemble E est de cardinal 7+ 1 > 1, donc non vide. Soit xo un élement de E fixé. Soit k € [1, n].

(i) Sion pose 22°(E) := {A€ P(E) : xo € A} et P°(E) := {A€ P(E) : xo ¢ A} alors 'ensemble 7 (E)

se décompose en . (E) = 9’,?0 (E) U Q?;CTU(E).
(ii) Les applications

|2, (E)| =

Démonstration
f g’,fo () — Z-1(E\{xo}) et Pr-1(EN{xe}) — «g*”,fo (E)
A —  Alix} g B —  BU{xo}
sont bien définies et vérifient fog =idg, | (p\(x) €t gof =id P (E)" Lapplication g est donc bijective.
Comme E\ {xp} est fini de cardinal net0 < k—-1<n,l’ hypothese de récurrence livre la finitude de

I'ensemble Z;._; (E\ {xp}) et |Z_1(E\ {xo})| = (kn 1) D’apres C11.11, 'ensemble 97”,?0 (E) est fini de

n
k-1)

(iii) On observe que 9,?70(15) = P (E\{xp}). Comme E\{xp} est fini de cardinal n et 0 < k < n, 'hypothese

cardinal |3?’,f° (B)| =

de récurrence livre la finitude de I'’ensemble 2. (E \ {x(}) = QF(E) et |@?(E)) = K

|
)

De (i), (ii) et (iii), on déduit que 'ensemble & (E) est fini et que |2, (E)| =

10
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[Cl 1.33. PROPOSITION (NOMBRE DE PARTIES D’UN ENSEMBLE)  Soit E un ensemble fini. Alors 2(E) est fini et |2 (E)| = 2!El. ]

n

Posons n:= |E|. On rappelle que 2(E) = |_| 2 (E). Avec C11.33, on en déduit que 2 (E) est fini et
k=0

Démonstration

n

k

PE=Y. (Z) -y

k=0 k=0

)1k1"‘k= a+n"=2".

C11.34. EXERCICE (DERANGEMENTS)  Si E est un ensemble fini non vide de cardinal n € N*, on introduit, pour tout k € [0, ],
I'ensemble 2 (E) des permutations de E possédant exactements k points fixes et on pose dy(E) := |2\ (E)|. On souhaite dénombrer
les permutations de E sans point fixe (appelées aussi dérangements de E), i.e. calculer le nombre dj (E).

(a) Soient E un ensemble fini non vide de cardinal n € N* et k € [0, n]. Démontrer d (E) = di([1, nl) =: di.(n).

n
(b) Soit n € N*. Démontrer que n! = Y di(n).
k=0

(c) Soit n € N* et k € [0, n]. Démontrer dy(n) = (Z) do(n—k).

d) En déduire une fonction Python d’argument un entier n € N*, qui renvoie la valeur dy(n), i.e. le nombre de dérangements
d’'un ensemble a n éléments.

(a) Par hypothese, il existe une bijection f: [1,n] E. A l'aide de f, construire deux applications
®: 211, nl) —— Dr(E) et ¥: Dy (E) —— D ([1,n]) telles que ®o ¥ = idg, ) et ¥ o ® = idg, (1,,). On véri-
fiera avec soin que les applications @ et ¥ sont bien définies.
(b) Décomposer I'ensemble G([1, n]) a 'aide des ensembles 2,([1, z]), ou k € [0, n].
(c) Posons:

e pour tout o € S([1, n]), Fix(o) '’ensemble des points fixes de o’;

¢ pour tout A € Z([1, nl), @,?([[1, nl) :={o € 2¢([1, n]) : Fix(o) = A}.
Pour tout A € Z2;.([1, nl), construire une bijection entre @,f([[l, nl) et 2y([1, n] \ A). Conclure apres avoir décom-
posé I'ensemble 9 ([1, n]) al'aide des ensembles 9;:([[1, nl), ot A€ Z([1, nl).

Indication

n-1
(d) D’apres (b) et (c), pour tout n € N*, dy(n) = n! - Z (Z) do (k). On peut alors construire une fonction récursive.
k=0

11
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§ 3 ENSEMBLES DENOMBRABLES

§ 3.1 DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

[Cl 1.35. DEFINITION (ENSEMBLE DENOMBRABLE)  Un ensemble E est dit dénombrable s'il existe une bijection f: N —— E. ]

C11.36. REMARQUE (INTERPRETATION DE LA DENOMBRABILITE) Soit E un ensemble.
(a) Si E est dénombrable, I'existence d’une bijection f: N —— E nous permet de dresser une liste exhaustive et sans répétition

des éléments de E
L:f),fM),f@),...,f(n,...
Linjectivité de f assure qu’il n'y a pas de répétition dans la liste L. Tous les éléments de E figure dans la liste L, en raison du caractere
surjectif de f.
(b) Réciproquement, si nous disposons d’une liste exhaustive et sans répétition des éléments de E

L X0, X1,X2,. ., Xpy...
alors 'ensemble E est dénombrable puisque I'application

N — E
n»——»xn

f

est bijective. En effet, 'absence de répétition dans la liste L livre le caracteére injectif de f. Quant a la surjectivité de f, elle vient du
caractere exhaustif de la liste L.

C11.37. ExempLES Comme les applications

N — N

id
Nlno— n

n — n+l

sont bijectives, les ensembles N et N* sont dénombrables.
C11.38. EXERCICE Démontrer que 'ensemble solution S de 'équation 3x — 2y = 1 d’inconnue (x, y) € N est dénombrable.

¢ On commence par remarquer que (1,1) € S.
« Soit (x, y) € S. Al'aide du lemme de GauR, on démontre qu'il existe k € N tel que x = 1+ 2k et y = 1+ 3k.
« Réciproquement, on vérifie que, pour tout k € N, (1+2k,1+3k) € S.
Indication | ® L'application
N — S
f k — (1+2k1+3k)

est bien définie et elle est surjective. On vérifie qu’elle est injective pour conclure.

§ 3.2 PARTIES DEN

[Cl 1.39. PROPOSITION (DENOMBRABILITE D’UNE PARTIE INFINIE DEN)  Toute partie infinie de N est dénombrable. ]

Soit A une partie infinie de N. On construit par récurrence forte une suite (ay) zen € AN comme suit.
Initialisation. La partie A de N est infinie donc non vide. Par bon ordre, I'élément aj := min(A) de A est bien
défini.
Hérédité. Soit n € N. Supposons construits ay,...,a, éléments de A. La partie {ay, ..., a,} n'est pas égale
a A puisque A est infini. Ainsi la partie A\ {ay,...,a,} n'est pas vide. Par bon ordre, I'élément a;;; :=
min (A\{ay,...,a,}) de A est bien défini.
Considérons alors I'application

N — A

n — a.

f

Démonstration
Elle est bien définie et injective car, par construction, la suite (a,),en €St une suite strictement croissante

d’éléments de A. La surjectivité de f assurera que A est dénombrable.
Soit x € A. Introduisons I’ensemble I, ;= {neN : a, < x}.

o Comme ay = min(A) et x € A, ap < x et donc 0 appartient a I, qui est donc non vide.

o Comme la suite (a;),en €St une suite strictement croissante, pour tout n € N, n < a, (cf. lemme pour

les suites extraites). Nous en déduisons que I < [0, x].

Des deux points précédents, nous déduisons que I'entier 7 := max (/) est bien défini par bon ordre. Comme
nelyetn+lé¢l,ap<a;<...<a,< x<ap:. Démontrons que x = a, = f(n) enraisonnant par ’absurde.
Si a, # x, alors x € A\ {ay,...,a,} etdonc x > a,+; = min (A\ {ay,..., a,}). Contradiction.

12
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C11.40. EXEMPLE (PARTIES DE N DENOMBRABLES) D’apres C11.39
(a) 'ensemble {2n : n € N} des entiers naturels pairs qui est infini
(b) 'ensemble {2n+1 : n € N} des entiers naturels impairs qui est infini
(c) I'ensemble des nombres premiers qui est infini (Euclide)

sont dénombrables.

C11.41. PROPOSITION (CARACTERISATION DES ENSEMBLES FINIS OU DENOMBRABLES) Soit E un ensemble. Les deux asser-
tions suivantes sont équivalentes.

(a) E estfini ou dénombrable.

(b) 1l existe une partie A de N et une bijection f: A—— E.

C11.42. EXERCICE Démontrer que 'ensemble E des nombres premiers p tels que p =3 (mod 4) est dénombrable.

D’apres C11.39, il suffit de démontrer que E est infini, ce qu’on établit en raisonnant par 'absurde.

Supposons que E est fini et notons py, ..., p; ses élements. D’apres le théoréme fondamental de I'arithmétique
r

q I'entier n = H pi—1 se décompose en produit de facteurs premiers. Il existe donc des nombres premiers 4y, ..., g

Indication i=1

.
et des entiers naturels non nuls m;,..., m; tels que n = H ql.'"i. On vérifie que tous les ¢, ..., s sont distincts de 2
i=1
etdes py,..., pr. En analysant les classes de congruences des ¢, ..., gs et de n, on obtient alors une contradiction.

§ 3.3 ZETN?SONT DENOMBRABLES

-
C11.43. PROPOSITION (DENOMBRABILITE DE Z)  L'ensemble Z des entiers relatifs est dénombrable.

X16 X14 X12 X10 Xg X6 X4 X2 Xo X1 X3 X5 X7 X9 X11 X13 X15

Principe de la numérotation. On numérote les éléments de Z en commencant par affecter le numéro 0 a
0c€Z,puislaleZ puis2a—-1€Z,puis3a2eZ, puis4a—-2¢€Z,...en poursuivant indéfiniment ce jeu de
«ping-pong ».

_— S . . n . .oon+l
Formalisation. On remarque que ’entier relatif portant le numéro n est 2 si n est pair et si n est

impair. On observe également qu'un élément de n € Z est numéroté —2nsin <0et2n—1sin > 0. Cest

Esquisse ainsi qu’apparaissent les applications
de
démonstration N — n z
——  sinestpair Z — N
fn»_> 2 et gnp_){—Zn sin<0
n+1 2n-1 sin>0.

D si n est impair

Elles sont bien définies et on vérifie f o g =idz et go f = idy, en raisonnant par disjonction de cas.

13
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-
C11.44. PRropOSITION (DENOMBRABILITE DEN?)  Lensemble N? des couples d’entiers naturels est dénombrable.

X44 X53 X63 X74 X86 X99 X113 X128 X144
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

X35 X43 X52 X62 X73 X85 X9g X112 X127
° ° ° ° ° ° ° °

X27 X34 X42 X51 X61 X72 X84 X97 X111
(] [ ] [ ] [ ] L ] L ] (] ( ]

X20 X26 X33 X41 X50 X60 X71 X83 X96
(] [ ] (] [ ] (] [ ] [ ] ( ]

X14 X19 o X25 X32 o X40 X49 X59 X70 Xg2

Esquisse
de
démonstration

Principe de la numérotation. On numérote (0,0) a 0, puis on serpente de maniere diagonale a travers le ré-
seau dessiné par N? dans le plan. Aprés avoir numéroté tous les éléments d’'une diagonale, on reprend la
numeérotation sur la diagonale suivante, en partant du bas pour remonter.

Formalisation. On commence par observer que, pour tout k € N, k + 1 points du réseau dessiné par N? fi-
gurent sur la diagonale d’équation y = —x + k.

Soit (a,b) € N2\ {(0,0)}. Ce point appartient a la droite d’équation y = —x + a + b. Sur les diagonales pré-
a+b-1 a+b

cédentes, Z (k+1) = Z k points du réseau dessiné par N? se sont déja vus attribuer un numeéro. Il faut
encore en nlilzr(l)léroter b+li=slur la diagonale d’équation y = —x+a+ b pour atteindre (a, b). Ainsi le point (a, b)
sera le (b +1+ %h k) -iéme point du réseau dessiné par N? recevant un numéro. Comme la numérotation
= a+b
débute a 0, il recevra le numéro b + Z k.
k=1

C’est ainsi qu’apparait I’application

7z — \V
a+b b b+1
Flap — b+zk:b+W'
k=0

On démontre que cette application f est injective et surjective, par exemple en s’appuyant sur la suite stric-

P +1
tement croissante d’entiers naturels | S, := Z k= M

k=0 2 peN

§ 3.4 PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES DENOMBRABLES

C11.45. RAPPELS SUR LE PRODUIT CARTESIEN  Soient r € N* et Xj,..., X, des ensembles. On rappelle que le produit cartésien

;
des ensembles Xj,..., X, est]’ensemble H X; formé des r-uplets (x3,..., x) tels que, pour tout i € [1, 7], x; € X;. Pour tout j € [1,r],

i=1
r

on dispose naturellement d'une projection 7 ; de H X; sur X; définie par

i=1

.
[ — X
i=1

X1, %7) — Xj.

Tj

14
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r
Ainsi tout élément x = (x1,...,X;) € H X; s’écrit-il également (11 (x),..., 7, (X)).

i=1

C11.46. PROPOSITION (PRODUIT CARTESIEN D’UN NOMBRE FINI D’ENSEMBLES DENOMBRABLES) Soient r e N* et Xj,..., X

.
des ensembles dénombrables. Lensemble H X; est dénombrable.

i=1

Démonstration

C11.47. EXEMPLE

On raisonne par récurrence sur ’entier r > 1.
Initialisation a r = 1. Clair.
Hereédité. Soit r € N*. Supposons que le produit cartésien de r ensembles dénombrables est dénombrable.
r
Soient Xj,..., X, X;+1 des ensembles dénombrables. Par hypothese de récurrence, 'ensemble l_[ X; estdé-
i=1
;
nombrable. Il existe donc une bijection f: N —— H X;.Comme X, est dénombrable, il existe également
i=1
X;+1. Considérons les applications

une bijection g: N

) r+1 r+1 )
N — X; X; — N
0 l:l_ll i i l:]_[l i
(a,b) — (m(f(@),...,n:(f(a),gD)) Ko X Xre1) — (@0 %0, 87 () -

Elles sont bien définies et vérifient oy = idl—I(:rll x; €t Yo =idye. Lapplication ¢ est donc bijective. Si
r+1
6: N —— N? désigne une bijection de N sur N? (C11.44), alors ¢ 06: N —— [ X; est une bijection
i=1
r+l l
(C11.1). Ainsi H X; est-il dénombrable.
i=1

D’apres C11.43 et C11.46, les ensembles N3, 72022 et N x Z sont dénombrables.

§ 3.5 REUNION D’ENSEMBLES DENOMBRABLES ET DENOMBRABILITE

( )
C11.48. PROPOSITION (REUNION FINIE OU DENOMBRABLE D’ENSEMBLES FINIS OU DENOMBRABLES) Soient I un ensemble
fini ou dénombrable et (X;);e; une famille de parties finies ou dénombrables d'un ensemble E. Alors I’ensemble

Lest un ensemble fini ou dénombrable.

UXi:={xeE:3Jiel, xeX;}

iel

Cette proposition est admise.

[Cl 1.49. PROPOSITION () EST DENOMBRABLE) L'ensemble Q) est dénombrable. ]

Démonstration

« On peut écrire Q sous la forme Q = {B :pE Z}.
geN*
» Lensemble N* est dénombrable (partie infinie de N).

* Soit g € N*. Posons X, := {g I pE Z}. Lapplication

f'zﬁx,,

est bijective. Si 8: N —— Z désigne une bijection de N sur Z (C11.43), alors f;00: N —— X, est une

bijection (C11.1). Ainsi X, est-il dénombrable.
Des trois points précédents et de C11.48, on déduit que Q est fini ou dénombrable. Comme @ est infini, Q
est dénombrable.

15
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§ 3.6 QUELQUES ENSEMBLES NON DENOMBRABLES
C11.50. EXERCICE Démontrer que 'ensemble £2(N) des parties de N n’est pas dénombrables.

Raisonner par I'absurde en supposant qu'il existe une bijection f: N —— Z?(N). En considérant la partie A =
Indication

{neN: n¢ f(n)}, obtenir une contradiction.

[Cl 1.51. THEOREME ([0, 1[ N’EST PAS DENOMBRABLE)  Lensemble [0, 1[ n’est pas dénombrable.

On renvoie au DM3 pour une démonstration.

[Cl 1.52. COROLLAIRE (R N’EST PAS DENOMBRABLE)  Lensemble R n’est pas dénombrable.

On raisonne par I'absurde, en supposant qu’il existe une bijection f: R —— N. Nous en déduisons que
I'application

0,11 — f(0,1D
Démonstration x — fW

est une bijection de [0, 1[ sur f([0,1[). Comme f([0,1[) est une partie infinie de N, elle est dénombrable. 11
existe donc une bijection 7: N —=— £([0,1[). Alors g~' o h: N —=— [0, 1] est une bijection (C11.1). Ainsi

[0,1] est-il dénombrable. Contradiction (C11.51).

[Cl 1.53. EXERCICE Démontrer que I'’ensemble R\ Q des nombres irrationnels n’est pas dénombrable.

Indication I Raisonner par I’absurde et remarquer que R =Q U (R\ Q).

§ 4 FAMILLES SOMMABLES DE REELS POSITIFS OU NULS

§ 4.1 DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

( )
C11.54. DEFINITION (FAMILLE SOMMABLE DE NOMBRES REELS POSITIFS OU NULS) Soient I un ensemble dénombrable et
I . N y
(ai)ier € (R>o) . On considere 'ensemble

SF(a;)er := { Z a;j : J partie finie de I} cR>o
j€J

formée de toutes les sommes finies des éléments de la famille (a;);¢;.
(a) Lafamille (a;);cs est dite sommable sil’ensemble SF(a;);c; est majoré.
(b) Silafamille (a;);c; est sommable, sa somme est définie par :

)" a; :=sup SF(a;)es -

i€l
Dans le cas contraire, on pose ) a; := +00.
iel
.
C11.55. EXERCICE Démontrer que la famille (2”3’” ) est sommable et calculer sa somme.
(n,m)eN?

(a) Pour la sommabilité, commencer par justifier que pour toute partie J finie de N?, il existe deux entiers naturels

n et mtels que J c [0, n] x [0, m] et en déduire que SF est majorée par 3.

213" ) (1, myen2
Indication (b) Pour le calcul de la somme, commencer par justifier que pour tout n € N

1 1
—— — <
@peton 23 i jene 2'3
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n

2
C11.56. EXERCICE Démontrer que la famille (—m n’est pas sommable.

) (n,m)eN?

Indication I Pour tout n € N, [0, n] x {0} est une partie finie de N?.

§ 4.2 CRITERE DE SOMMABILITE VIA UNE SUITE EXHAUSTIVE : CAS POSITIF

Comme pour la convergence des séries, I'étude de la sommabilité d’'une famille de réels positifs peut se ramener a I’étude de la
convergence d’'une suite dont les termes sont des sommes finies. Le résultat ci-dessous (C11.62) précise cette idée.

rCl 1.57. DEFINITION (SUITE EXHAUSTIVE DE PARTIES D’UN ENSEMBLE DENOMBRABLE) Soit I un ensemble dénombrable.
Une suite (1) ,en de parties de I est dite exhaustive si
(a) pour tout n € N, 'ensemble I, est fini;
(b) la suite (1) e est croissante pour l'inclusion, i.e. pourtout neN, I, < I;,41;

© UL=1I

neN

C11.58. EXEMPLE (SUITE EXHAUSTIVE DE PARTIES DEN)  La famille (I, := [0, n]) ,en st une suite exhaustive de parties de N.

Iy I

BN & o e o o e e e - -

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
h I5

— 0 ——0—0— 00— 00— 06— 00— — > — 0 —0— 00— 90— 06— 06— 0 — — >
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
I 16

e o o e o o o o - e e e & o o o o -
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

I3 I7

— 0 ——0—0— 00— 00— 06— 00— — > — 00— —0— 00— 06— 00— 00— — >
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

C11.59. EXEMPLE (SUITE EXHAUSTIVE DE PARTIES DE Z)  La famille (I, := [—n, nl) ,en st une suite exhaustive de parties de Z.
Io



David Blottiére - Mathématiques en MP

C11.60. EXEMPLE (SUITE EXHAUSTIVE DE PARTIES DEN?)  Lafamille (I, := [0, n]?), ., est une suite exhaustive de parties de N?.

C11.61. EXERCICE  Soit I un ensemble dénombrable. Démontrer qu'’il existe une suite exhaustive (1) ,en de parties de I.

Comme I est dénombrable, il existe une bijection f: N —— I. Utiliser f et la suite exhaustive (I, := [0, n]) ,en de

Indication . . . . .
parties de N pour construire une suite exhaustive (1), de parties de 1

p
C11.62. THEOREME (CRITERE DE SOMMABILITE VIA UNE SUITE EXHAUSTIVE : CAS POSITIF) Soient I un ensemble dénom-
I ) . . .
brable et (a;)icr € (IR>0) . On suppose donnée une suite exhaustive () ,en de parties de 1.

(a) Lafamille (a;);c; est sommable si et seulement si la suite ( Z u; ) est majorée.
iely neN
(b) Silafamille (u;);es est sommable alors ) u; = lim > u;.
iel =+ et

C11.63. EXERCICE Soient a et b des nombres réels strictement positifs.

soit sommable.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la famille ( — )
ab (n,m)eN?

(b) Calculer ).

On considere la suite (I, := [0, n]]z) 1en €xhaustive de parties de N? et on applique C11.62 en observant que, pour

indication | e pen, 3 ﬁz(i(é)l)(i(%)])

(i,j)el0,n]? i=0 Jj=0

C11.64. EXERCICE Démontrer que la famille ( n’est pas sommable.

n?+ m? )(n,m)eN* xN*

18
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On considere la suite (I, := [1, n]]z) Len+ €xhaustive de parties de N* x N*. D’apres C11.62, il faut démontrer que la
1

suite | u, := Z - est non majorée, ce qui revient a prouver qu’elle diverge puisqu’elle est crois-
Gpetnz XN

sante.

D’apres les résultats sur les séries télescopiques, nous sommes ramenés a démontrer que la série Z Unt1 — Up

n>1
diverge. On observe que, pour tout n € N*

1 1 nl 1 1 1 n 1

n
2, 2 )D 2 -2=Z 2 2+Z 2, 2 2+22-2 2"
Gpelnei B TI5 g penme it i3 d +(n+1)° 5 (m+D7+j° 4n+1) iqict+(n+1)

Un+1—Un =
Indication

Comme, pour tout (a, b) € N* x N*, a? + b?> < (a+ b)?, nous en déduisons que, pour tout 7 € N*

1 n 1 1 2n+1 1
Uptl — Up = +2 = +2 — .
PTEE n 1)? l:zl (i+n+12 4(n+1)? i:%z i2
R 2n+1
Al'aide d'une comparaison série-intégrale, on détermine un équivalent de Z — lorsque n tend vers +oo....
i=n+2

Remarque. Une autre solution peut étre apportée al’aide du théoreme de sommation par paquets pour les familles
de réels positions C11.72.

Pour une famille (u,) ,en de réels positifs ou nuls, le lien entre la sommabilité de la famille et la convergence de la série Z uy est
ténu. En cas de sommabilité de la famille (ou de convergence de la série), somme de la famille et somme de la série coincident. Ces
liens sont rassemblés dans la proposition suivante.

, . N
C11.65. PROPOSITION (LIEN FONDAMENTAL AVEC LES SERIES POUR I = N : CAS POSITIE)  S0it (@n)nen € (R>0) -

(a) La famille (a;),en €St sommable si et seulement si la série Z a, est convergente.

+00
(b) Silafamille (@y)nen est sommable, alors Y a, = Y ay.
neN n=0
1 too 1 7.[2
C11.66. ExemMPLE D’apres C11.65, la famille (—2) est sommable et sa somme est donnée par Z — = Z —=—.
* « N - N 6
neN neN n=1

§ 4.3 SOMMABILITE D’UNE SOUS-FAMILLE ET LEMME DE DOMINATION

( )
C11.67. PROPOSITION (SOMMABILITE D’UNE SOUS-FAMILLE D’UNE FAMILLE DE REELS POSITIFS OU NULS) Soient I un en-

semble dénombrable, (a;);cs € (IR>0)I et J une partie infinie de 1. Sila famille (;)c; est sommable alors la sous-famille (a;) jes
est également sommableet Y_a;j <) a;.
JjeJ i€l
| J

( )
C11.68. LEMME (DE DOMINATION POUR UNE FAMILLE DE REELS POSITIFS OU NULS) Soient I un ensemble dénombrable,
(@)ier € [[R{>0)I et (by)jcr € ([R>0)I deux familles telles que, pour tout i € I, a; < b;.

(a) Silafamille (b;)ies € ([R;O)I est sommable alors la famille (a;);c; € ([R>0)I est sommable.

(b) Silafamille (a;)jer € ([R>0)I est non sommable alors la famille (b;);c; € (R;O)I est non sommable.

§ 5 THEOREME DE SOMMATION PAR PAQUETS : CAS POSITIF

C11.69. DEFINITION (PARTITION D’UN ENSEMBLE) Soient E un ensemble et (E;);c; une famille de parties non vides de E.
On dit que (E;) ;e est une partition de E si

(a) U E;=E,
iel
(b) les ensemble E;, o1 i € I, sont deux a deux disjoints, i.e. pour tout (i, j) € 2, i # J=EnEj=¢.

19
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C11.70. EXEMPLES FONDAMENTAUX DE PARTITIONS

Partition horizontale de N?
Si on pose, pour tout j €N
Hj:={(,)): ieN}

alors (H f)j o st une partition de N?, appelée parti-
tion horizontale de N?.

Partition verticale de N?
Si on pose, pour touti € N
Vi:={@,j): jeN}

alors (V;);en st une partition de N2, appelée parti-
tion verticale de N2.

Partition diagonale de N?
Si on pose, pour tout seN
Dg:={(i,s—1i) : i€[0,sl}

alors (Ds)en €st une partition de N2, appelée par-
tition diagonale de N?. Remarquons que, pour tout
s€N, I'ensemble Dj; est fini de cardinal s+ 1.

Do D; Dy, Ds Dy Ds Dg

C11.71. REMARQUE SiE est un ensemble au plus dénombrable et si (E;);¢; est une partition de E, alors E; est au plus dénom-
brable, pour tout i € I. En effet, une partie d'un ensemble au plus dénombrable est au plus dénombrable.

20
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( )
C11.72. THEOREME (SOMMATION PAR PAQUETS : CAS POSITIF)  Soit / un ensemble dénombrable, (a;);cs € (IRZ>)I et (1) nen
une partition de I.

(@ pour tout n € N, la famille (a;) ¢y, est sommable

la famille (a;) ;e est sommable <«<— ) lasérie Z ( Z ai) i TS

n=0\iel,

+00
De plus, sila famille (a;);c; est sommable alors »_a; =) ) a;.

iel n=0 iel,
. J

C11.73. EXEMPLE (SOMMABILITE D’UNE FAMILLE DE REELS POSITIFS INDEXEE PAR Z) Soit (ay) ez € (R>)Z. Equippons Z dela
partition (I,) ney de Z définie par Ip =N, I := {-n : n€ N*} et, pour tout n € N>, I,, = @.

I IO

=7 -6 =l -4 =3 -2 =l 0 1 2 3 4 5 6 7

D’apres C11.72, la famille (a;),cz est sommable si et seulement si les familles (1) nen €t (4—p) nen+ sont sommables. En utilisant

C11.65, on en déduit que la famille (a;),cz est sommable si et seulement si les séries Z a et Z a-, convergent. De plus, si la
n=0 n>1

+o00 +o00
famille (a,) ez estsommablealors Y uy =Y Up+ D U-p= ) Up+ Y U_p.
nez neN neN* n=0 n=1

1
C11.74. EXERCICE  Soit g un réel strictement positif. La famille (ﬁ) est-elle sommable?
nez

Indication I Appliquer le théoréme de sommation par paquets pour les familles de réels positifs comme exposé en C11.73.

C11.75. EXERCICE Considérons'ensemble I) = {2n+1 : n € N} des entiers naturels impairs. Démontrer que la famille (—2)
l ielh

est sommable et calculer sa somme.

Soit Iy = {2n : neN*} 'ensemble des entiers naturels pairs non nuls. Appliquer le théoréme de sommation par

1
Indication paquets pour les familles de réels positifs a la famille (—2) en choisissant Iy, I, ®,...,9,... comme partition
ieN*

pour N*.

C11.76. EXERCICE Montrer que la famille ( est sommable.

(n+m)d )(n,m)(—:l\l* xN*

Appliquer le théoreme de sommation par paquets pour les familles de réels positifs a la famille

Indication en choisissant la partition diagonale de N* x N*.

( (n+m)3 )(n,m)el\l* xN*

C11.77. EXERCICE  Soit @ un réel strictement positif.

(a) Pour quelles valeurs de a la famille (—) est-elle sommable?
(n+m)* (n,m)eN* xN*

(b) Pour quelles valeurs de « la famille est-elle sommable?

n%+m< (n,m)eN* xN*

(@) Appliquer le théoreme de sommation par paquets pour les familles de réels positifs a la famille
1

P en choisissant la partition diagonale de N* x N*.

(n+m)® ), myen* xN*

(b) Distinquer deuxcas:a <2eta> 2.
o Cas a < 2.]Justifier que, pour tout (1, m) € N* x N*, n® + m® < n? + m? < (n+ m)? et s’appuyer sur (a).
e Cas a > 2. Justifier que, pour tout (n, m) € N* x N*, (n+ m)* < 20-1 (n% 4 9 et s’appuyer sur (a).

Indication
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§ 6 FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES

§ 6.1 DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

C11.78. DEFINITION (FAMILLE SOMMABLE DE NOMBRES COMPLEXES) Soient I un ensemble dénombrable, (a;);e; € C’. La
famille (a;) ;e est dite sommable si la famille de réels positifs ou nuls (|a;|)ie; € (IR{>O)I est sommable.

C11.79. METHODE Pour étudier la sommabilité d'une famille de nombres complexes, on pourra appliquer les outils développés
pour les familles de nombres réels positifs (e.g. critere de sommabilité via une suite exhaustive dans le cas positif C11.62), lemme
de domination C11.68, théoreme de sommation par paquets dans le cas positif C11.72) a la famille des modules.

Pour définir la somme d'une famille sommable de nombres complexes, il nous faut quelques résultats préparatoires. Commen-
cons par étudier le cas d'une famille sommable de nombres réels.

C11.80. NOTATION  Soit x € R. On note

x six<O0
0 six>0.

x six>0

o _
* .—max(O,x)—{ 0 six<O0

et X~ :=min(0, x) :{

Ainsix™ >0,-x" >0, x=x"—-(-x)et|x|=x"—x".

C11.81. PROPOSITION (CARACTERISATION DES FAMILLES SOMMABLES DE REELS) Soient I un ensemble dénombrable et
(a;)ier € R'. La famille (a;) ¢ est sommable si et seulement si les familles (a;),_, € (R0)" et (-a;),, € (R0)" le sont.

C11.82. DEFINITION (SOMME D’UNE FAMILLE SOMMABLE DE REELS)  Soient I un ensemble dénombrable et (a;);c; € R! une

famille sommable. On appelle somme de la famille (a;) ;e le nombre réel Z a; défini par
iel

Qaii=) ai =) —a;.

iel iel iel

C11.83. PROPOSITION (FAMILLE DE NOMBRES REELS INDEXEE PAR N ET SERIES) Soit (¢y) nen € RN,
(a) La famille (u,),en est sommable si et seulement si la série Z u, est absolument convergente.

n=0
+00
(b) Silafamille (1) nery est sommable, alors Y up =) .
neN n=0

=D"

sin(n) )
n ) peN*

n2

C11.84. ExempLE D’apres C11.83, la famille ( ) est sommable, alors que la famille ( ne l'est pas.
neN*

C11.85. PROPOSITION (CARACTERISATION DES FAMILLES SOMMABLES DE COMPLEXES)  Soient I un ensemble dénombrable
et (a;)jes € C!. La famille (a;);c; est sommable si et seulement si les familles (Re(a;i)) ;e € R! et (Im(a;));es € R’ le sont.

p
C11.86. DEFINITION (SOMME D’UNE FAMILLE SOMMABLE DE COMPLEXES) Soient I un ensemble dénombrable et (aj)jer €

C! une famille sommable. On appelle somme de la famille (a i) jer le nombre complexe Z a; défini par
jel

Y uj:=) Re(aj)+i ) Im(a;):=) Re(aj))"—> —Re(aj)” +i|d Im(aj)* =) —Im(aj)‘) .

jel jel jel jel jel jel jel
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C11.87. PROPOSITION (FAMILLE DE NOMBRES COMPLEXES INDEXEE PAR N ET SERIES) Soit (¢y) nen € cN.
(a) Lafamille (u;,),en €st sommable si et seulement si la série Z u, est absolument convergente.

n=0
+00o
(b) Silafamille (1) neny €st sommable, alors Y up =) .
neN n=0
1
C11.88. Ex©ErcICE Déterminer 'ensemble des nombres complexes s tels que la famille (—8) est sommable.
neN*

Indication I Commencer par établir que, pour tout s € C, pour tout n € N*, |n’| = nRel)

§ 6.2 SOMMABILITE D’UNE SOUS-FAMILLE DE COMPLEXES

C11.89. PROPOSITION (SOMMABILITE D’UNE SOUS-FAMILLE D’UNE FAMILLE DE NOMBRES COMPLEXES) Soient I un en-
semble dénombrable, (a;);e; € C! et J une partie infinie de I. Si la famille (a;);e; est sommable alors la sous-famille (a j) est
également sommable.

jer

C11.90. EXERCICE

(a) La famille 5 5 ) est-elle sommable?
ne+me ) (n,myez2\{0,0)}

1
(b) Lafamille (— est-elle sommable?

2 2 12
174 J2+ k2 (i j yens xN* xN*

n'est pas sommable (C11.64). En déduire qu’aucune des

L Nous avons établi que la famille
Indication

n?+ mz)(n,m)e* xN*
familles introduites en (a) et (b) n’est sommable en appliquant C11.89.

§ 6.3 CALCUL PRATIQUE DE LA SOMME D’UNE FAMILLE SOMMABLE DE COMPLEXE VIA UNE SUITE EXHAUS-

TIVE

C11.91. THEOREME (CALCUL PRATIQUE DE LA SOMME D’UNE FAMILLE SOMMABLE DE COMPLEXES) Soient I un ensemble
dénombrable, (I,,) ,en une suite exhaustive de parties de I et (a;)ies € C! une famille sommable. La suite ( Z a,-) est conver-
iel, neN

genteet Y a; = EI}loo Y aj.

‘ n /
iel iel,

§ 6.4 FAMILLES SOMMABLES DE COMPLEXES ET LINEARITE

p
C11.92. PROPOSITION (¢!(I,C) EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL DE C') Soit I un ensemble dénombrable. On introduit
I'ensemble ¢ (I,C) formé de toutes les familles sommables de complexes indexées par I :

0M(1,€) = {(a)ie; € C' : lafamille (a;);c; est sommable} .

£1(1,C) est un sous-espace vectoriel de C’.
\

rCl 1.93. PROPOSITION (LINEARITE DE LA SOMME POUR UNE FAMILLE SOMMABLE DE COMPLEXES) Soit I un ensemble dé-
nombrable. L'application
010 — ¢
14 (@dier — Y ai

iel

| est une forme linéaire.
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C11.94. EXERCICE  Soit I un ensemble dénombrable. On pose
(IR :={(a;)ie €R' : lafamille (a?),_, est sommable}.

(@) Soient (a;)ier € £2(I,R) et (a;);er € £2(I,R). Démontrer : (a; b;);c; € 01 (I, R).
(b) Démontrer que £2(I,R) est un sous-espace vectoriel de R’.
(c) Soient
(LR x (2(I,R) — R
(5 ((@dier, (bi)ier) — Y aib;.
iel

Démontrer que {-, -) est un produit scalaire sur £2(I, R).

(a) Commencer par justifier que, pour touti € I, 2|a; b;| < alz. + b?.

(b) Pour démontrer la stabilité par combinaison linéaire de £2(I,R), utiliser (a).

(c) Vérifier les quatre axiomes d'un produit scalaire. Pour la caractere bilinéaire (ou linéaire a gauche/droite),
s’aider de C11.93. Pour la séparation, on pourra remarquer que la famille (a?)ie ; est une famille de réels positifs

et appliquer C11.67 pour établir que, pour tout ij € I, a?o < Z a?.
iel

Indication

§ 7 THEOREME DE SOMMATION PAR PAQUETS : CAS COMPLEXE

C11.95. THEOREME (SOMMATION PAR PAQUETS : CAS COMPLEXE)  Soient I un ensemble dénombrable, (I,,) ,en Une partition

+00o
de I, (a;);e; € C! une famille sommable. La série Z ( Z a,') est convergente et Z a; = Z Z a;.

n=0\iel, iel n=0 iel,

Ce théoreme est admis.

C11.96. METHODE CLE  On conserve les notations du théoreme C11.95. Pour démontrer la sommabilité de la famille (a;) e, on
pourra appliquer le théoreme C11.72 portant sur la sommabilité des familles de réels positifs ou nuls.

§ 8 LE THEOREME DE CONVERGENCE COMMUTATIVE

C11.97. PROBLEMATIQUE On considere une suite (a;,),cn de nombres complexes. On souhaite étudier si la modification de
I'ordre des termes de la suite (a,) ¢y affecte la nature (convergente ou divergente) de la série Z a,, voire la valeur de sa somme.
Plus formellement, si 0 : N —=— N est une permutation de N, on s’intéresse aux deux questions suivantes

(Q1) Les séries Z a, et Z ag(n) ont-elles méme nature?

+00 +0o
(Q2) Siles deuxséries )_ay et ) ag(n convergent, leurs sommes Y a, et Y dg(n) sont-elles égales?
n=0 n=0

C11.98. EXERCICE Soient (ay)nen € (R>O)N telle que la série Z u, est convergente. Soito: N N une bijection.

n=0
(a) Démontrer que la série ) ay(n est absolument convergente.
n=0
+00 +00
(b) Démontrer: Y a, = Y_ dg(n).
n=0 n=0

On prend appui sur C11.65, que I'on peut appliquer car les deux familles (a;,) ey € ([R>0)N et (Ag(n)) neN € [[RZ>0)N
sont des familles de réels positifs. On peut ainsi reformuler (a) et (b) dans le langage des familles sommables.
(@) La famille (ag(n)),,cp, est-elle sommable?

(b)) Les deux bornes supérieures Z a, et Z ag(n) sont-elles égales?
neN neN

(@) Considérer une partie finie non vide J de N et effectuer un changement d’indice dans la somme ) _ a,(j) pour
Indication jeJ

établir avec soin Y ag(j) < Y an.

jeJ neN
(b)) Déduire del’étude faite en (a') que Ag(n) < a;. Cette inégalité ayant été obtenue pour une série conver-
q (n 8 W p
neN neN
gente de réels positifs quelconque et une permutation de N quelconque, on peut la spécialiser a une autre situa-

tion pour obtenir 'inégalité inverse.
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C11.99. THEOREME (CONVERGENCE COMMUTATIVE) Soient I un ensemble dénombrable, (a;);e; € C! une famille som-

mable et 0: ] —— I une bijection. La famille (a;)) ;e st sommable et Z a; = Z ag(i)-
iel iel

Ce théoreme est admis.

C11.100. REMARQUE Lhypothese de sommabilité dans le théoréeme de convergence commutative C11.99 est essentielle, comme
le montre I’exercice suivant.

C11.101. EXERCICE (MODIFICATION DE L’ORDRE DES TERMES DE LA SERIE HARMONIQUE ALTERNEE) Pour tout n € N*, on pose

1
(=™ . . .
ap := ——. On obtient ainsi une suite de nombres
n

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 11
778’9 10°11° 12713 14’15 16’17 18"

n
1
(a) On pose, pour tout n € N*, Hy, := Z - Démontrer qu’il existe y € R (constante d’Euler) tel que H, et In(n) +y+o(1).
k=1 e

n
(b) Soit n€N. Exprimer ) alaide de H, et Hoj11.
k=0

—2k+1
+00
(c) En déduire que la série Z ap converge et calculer sa somme Z a.
n>1 n=1

(d) Onréordonne les termes de la série Z un, en prenant tour a tour 1 terme positifs et 2 termes négatifs :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R A R R TR VA A A T R T R R VA TR TR e AR
Formellement, si'on pose
N — N
o 4k sin=3kol keN*
n — 2k+1 sin=3k+1loukeN

4k+2 sin=3k+2oukeN

alors o estune permutation de N* etla nouvelle suite introduite s'écrit (dg(n)) nen+ - Démontrer que lasérie Y ag(n) converge

n=1
+00
et calculer sa somme Z ag(n)- On pourra s’appuyer sur (a) et (b) et adapter la méthode appliquée pour démontrer (c).
n=1

(a) Démontrer que la suite (¢, := H, —In(n)) ,cn+ est décroissante et minorée grace a la concavité de In sur R et
a une comparaison série-intégrale.

(b) Décomposer la somme Hy, ) suivant ses termes d’indices pairs et impairs.

(c) Posons, pour tout n € N*, S, := i ay. Calculer, pour tout n € N*, les sommes Sy, et S2,,+1, en décomposant
ces deux sommes suivant leurs termgg 1d’indices pairs et impairs, pour en déduire qu’elles convergent toutes deux.
(d) On procede en deux étapes, en s’appuyant sur le fait que la permutation o est définie par morceaux, suivant
la classe d’équivalence d’un entier naturel modulo 3. On pose, pour tout 7 € N*, T}, := i Qg (k)-

Indication =1
e Soit n € N*. On observe que

n— n-1

n 1
T3n= Y Ag@k)+ Y, Ao@k+1) + 3, Ao(3k+2) -
k=1 k=1 k=1

Exprimer chacune des trois sommes du membre de droite en fonction de H,, H,—; et Hz,,—; (cf. (b)) pour
en déduire que la suite (T3,) ,en+ converge vers une valeur que I'on précisera (cf. (a)).

e Démontrer que T, — T3 5/3 = o(1), puis conclure.
n—+oo
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§ 9 LETHEOREME DE FUBINI

[Cll.lOZ.

. a 2
DEFINITION (SUITE DOUBLE)  Une suite double est une famille (an,m)(n — cN, ]

p
C11.103.

@

®

(a) Critere de sommabilité en fixant d’abord la premiére composante. La famille (an, m)(n myenz €st sommable si et seule-
ment si :

+00
(ii) la série Z (Z Ian,ml) converge.

(b) Critere de sommabilité en fixant d’abord la deuxiéme composante. La famille (an,m)
ment Si :

+00
(i) lasérie ) (Z Ian,ml) converge.

(c) Résultats sur la somme ou échange des deux symboles Z Supposons la famille (ay, )

THEOREME (FUBINI)  Soit (@pn,m), ,menz Une suite double de complexes.

pour tout n € N, la série Z |an,m| converge
m=0

n=0 \m=0

(n.myen? €St sommable si et seule-

pour tout m € N, lasérie ) |ay,m| converge
n=0

m=0 \n=0

(n,myen2 €St sommable. Alors :

+o00 +oo +00 +0o

Z anm—z Zan,m—z Zanm
(n,m)eN? n=0 m=0 m=0 n=
|\ J
. . . 1
C11.104. EXERCICE Soienta>1 et b> 1. Démontrer que la famille | ——— est sommable.
a + bm (n,m)el\lz
Il ne parait pas aisé d’appliquer directement le théoréme de Fubini C11.103 a la suite double proposée. On intro-
duit une suite double dominante, a laquelle on peut efficacement appliquer le théoréme susmentionné.
. m
o « Justifier que pour tout (7, m) eN?, 2 a" Vb < a"+b™.
Indication 1
o Démontrer que la famille (ﬁ) est sommable, en vérifiant un des deux criteres (a) ou (b) de
\/E \/1_9 (n,m)eNZ
C11.103.
+00
C11.105. EXERCICE Pour tout entier p =2, posons {(p) := Z — . Démontrer que la série Z {(p)—1) converge et calculer sa
n=1 np p=>2
somme.
+00 1
La série a étudier s’écrit Z Z —, de sorte qu’apparait naturellement la suite double ( ) . Le
p>2n=2 P 1P ] (p,meNs, <N,
théoreme de Fubini C11.103 offre la souplesse d’échanger I'ordre des sommations en les variables p et n pour
la démonstration de la sommabilité, mais également pour le calcul de la somme ensuite.
1
(a) Onfixe neN>,. On établit la convergence de la série Z B et on calcule sa somme.
p>2
1
(b) Pour achever la démonstration de la sommabilité de la famille (—) , on démontre que la
(p,n)EN>2 xN>»
Indication

série ) Z L converge.

n>2p=2
1
(c) La sommabilité de la famille (—) étant acquise, le théoréeme de Fubini C11.103 livre
(P,)EN>2 xN>»
+00 +00 +00 1 +00 +00 1
YUp-D=3) Y —=3 > —.
p=2 p=2n=2 WP 5o n

On sait calculer la derniere double somme écrite...
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+00 n +00 2n—1
. L a .. .
C11.106. EXERCICE Soitae Ctelquelal < 1. Démontrer Z i Z en justifiant]’existence de ces deux sommes
1 l=a o 1-qa?n-1

en cours d’étude.

n +00o
T = > a"®™*V " Ainsi apparait naturellement la suite double
—a m=0

«- Lui appliquer avec soin le théoréme de Fubini C11.103.

o Comme pour tout n € N*, |a*"| < 1,
Indication

ni2m+1)

(a )(n,m)EN*

C11.107. EXERCICE (IMPORTANCE DE HYPOTHESE DE SOMMABILITE DANS LE THEOREME DE FUBINI) Démontrer

+00 +00 +00 +00
Y Yot # LYoo
n=1 m=11"—Mm m=1 n=1 == M
m#n n#m
apres avoir justifié de I'existence de toutes les quantités en jeu.
1 1

«en éléments simples ». Traiter

Pour tout (n, m) € N* x N* tel que n # m, décomposer =
( ) d 4 P n2-m? (n-m)(n+m)

Indication
alors chacune des quatre séries avec soin, en faisant usage de changements d’indices et de télescopages.

§ 10 ProDUIT DE CAUCHY

~

-
C11.108. DEFRINITION (PRODUIT DE CAUCHY)  Soient )  an et Y by, des séries de complexes. La série ) ¢, de terme

n=0 n=0 n=0
général défini par, pour tout n e N
n
Cn= Z by
k=0

est appelé produit de Cauchy des séries Y_ an et ) b,.
n=0 n=0

-

-
C11.109. THEOREME (PRODUIT DES SOMMES DE DEUX SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES) Soient Z a, et Z b, des
n=0 n=>0

n
séries de complexes absolument convergentes. Leur produit de Cauchy Z Z aib,—k estune série absolument convergente et

n>0k=0
+00 +00 +00 n
(z an) (Z b,,) =YY axbr.
n=0 n=0 n=0k=0

C11.110. EXERCICE (RELATION FONCTIONNELLE DE L’EXPONENTIELLE)
n

(a) Soit z € C. Justifier que la série Z — est absolument convergente. La somme de cette série est, par définition, e*.
n=0
(b) Démontrer que pour tout (z1, 22) € C?, % x g% = 21t 22

n

z
(a) Le cas z =0 est clair. Appliquer le critere de d’Alembert pour établir la convergence absolue de Z I dansle
n=0 "*

casou z€C*.
n n

z z
(b) Soit (z1,z2) € C?. Considérer le produit de Cauchy des deux séries Z —1' et Z —2' qui sont absolument conver-
n

n=0 n=0 "*

Indication

gentes, cf. C11.109.

1
C11.111. EXERCICE  Soit Z a, une série absolument convergente de complexes. Démontrer que la série Z — (Z 2kak)
n=0 n=0 2 k=0
+00

converge eta pour somme 2 Z an.
n=0
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1 [ ok = on—k - L (& ok N
En remarquant que, pour tout n € N, on (Z 2 ak) = Z 2" " ay, la série Z o1 Z 2" ay. | apparait naturelle-
k=0 k=0 n=0 k=0
ment comme le produit de Cauchy de deux séries...

Indication

C11.112. EXERCICE (IMPORTANCE DE HYPOTHESE D’ABSOLUE CONVERGENCE DANS LE THEOREME PRECEDENT) Justifier que

—_nn
la série Z ( converge et étudier la convergence son produit de Cauchy avec elle-méme.
n=1
n-1 1 n-1
() Pour tout n € N*, Z ———— peut s’écrire — f (—) pour une fonction f: ]0,1[— R continue sur ]0, 1[.
=1 vV(in-kk nio \n

1
(i) Comme f f(x) dx est une intégrale impropre convergente, le théoréme sur les sommes de Riemann de MPSI
0

,onreprend

1
ne peut s’appliquer. En observant que la fonction f est décroissante sur |0, 2

1
et croissante sur [5, 0

la démonstration donnée en MPSI pour les sommes de Riemann « dans le cas continue croissant » et on I'’adapte
Indication pour démontrer

1 k 1/2 1 k 1
= ) f(—) fdx et — ) f(—) f(x) dx.
no<k<nie \M) n +00 JO N onpe<k<n-1 \J n——+o0 J1/2
. A . . - (D"
(iii) On assemble les résultats précédents pour conclure avec soin que le produit de Cauchy de la série Z n
n=1 n

avec elle-méme est une série grossierement divergente.
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§ 11 UNE SELECTION D’EXERCICES

1
C11.113. EXERCICE Lafamille (—2) est-elle sommable?
reQx,

1 1

C11.114. EXERCICE Soient (a, B) € R2. Pour tout (1, m) € N* x N*, posons Uy, m, = T Pour quelles valeurs de « et § la
n*m

famille (¢4, ) (n,m)en* xn* €st-elle sommable?

C11.115. EXERCICE  Soit @ € R. On s'intéresse a la sommabilité de la famille (—) .
(n+m)* (n,m)eN* xN*
1 -1
1. Soit p = 2. Déterminer le cardinal de 'ensemble I, = {(n,m) eN* xN* : n+m = p}.Endéduireque ) ——— = P—
n+m=p (n+m)® pe

2. ATaide du théoreme de sommation par paquets, montrer que la famille ( est sommable si et seulement

(n + m)a )(n,m)t—:l\l* xN*
sia>2.

C11.116. EXERCICE

1
1. Montrer que la série ) ——— converge et calculer sa somme.
= h(n-1)

2. Pour tout couple (n, m) € N?2, notons :
1
= sinzm+1
n!
Upm =

0 sins<m

(a) Soit m e N. Mont tt>+2i1<1(1+i 1 )
a) Soit m € N. Montrer que pour tout 7 = m + 2, —=<— —.
k=m K m! k=mr2 Kk =1)

. - L 2
(b) En déduire que pour tout m € N, lasérie ) uy, ,, converge, et que sa somme est majorée par —.
m!

n=0
+00 +00 +00 1
3. Montrer que la série de terme général Z — converge, puis que Z Z —=e.
n=m+1 n! m=0n=m+1 n!

C11.117. EXERCICE Soit I un ensemble dénombrable. Pour tout p = 1, nous notons ¢” (I,C) I'’ensemble des familles de com-
plexes dont la puissance p-iéme est sommable :

¢P(1,€) :={(u;)ie; € C" : lafamille (Ju;]P),., est sommable }.

1. Soient (u;)jer, (Vi)ies € £2(I,C). Montrer que (U;v;)ier € 21(1,0).
2. Montrer que ¢2(I,C) est un sous-espace vectoriel de C/.

3. Soit (u;)jer € 1 (1,C). Posons J ={i € I : |u;| = 1}. Montrer que J est fini.
Indication : Si ] est infini, que dire de la famille (u;) ;e ?

4. En déduire que ¢'(I,C) c ¢%(I,C).

C11.118. EXERCICE Soit z € C tel que |z| < 1. Pour tout n € N*, notons d(n) le nombre de diviseurs positifs de n. Démontrer :

=) dnz".
n=1 1-2z" n=1
+00 +o00o
C11.119. ExErcICE  Onrappelle que lessommes ) — et )  — sont notées respectivement {(2) et {(4).
n=1 n=17
1
1. Notons I = {(n,m) e N* xN* : n divise m}. Montrer que I est dénombrable, puis exprimer Z ——— al'aide de {(2) et
(n,m)er V°M
4).
1
2. Notons J = {(n,m) e N* xN* : nA m = 1}. Montrer que J est dénombrable, puis exprimer Z —— al’aide de{(2) et {(4).

(n,m)e]

+00
1
Indication : Pour tout d € N*, notons J; = {(n, m) e N*xN* : nAm = d}. Commencer par montrer que{(2)> = Z Z

23172 °
d=1(nm)e]y n=m
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C11.120. EXERCICE Etant données deux famille sommables de complexes u = (1) nez €t U = (V) nez, posons :
u*UZ(Z ukvn_k) .
kez nez
1. Démontrer que la loi x est bien définie et que pour toutes familles © = (Un)nez, V= (Vn)nez € 17,0, uxvell(Z,C)et:
Z(u* Vp= (Z un)(z vn).
nez nezZ ne”z
2. Démontrer que la loi * posséde un élément neutre.

3. Lensemble ¢!(Z,C) muni de laloi * est-il un groupe?

1

5 5 ) est sommable et calculer sa somme.
men+nm+2mn (n,m)eN* xN*

C11.121. EXERCICE (X) Démontrer que la famille (

C11.122. EXERCICE (X) Soit (z;,) nen une suite de complexes telle que :

Vin,meN?, nZm = |2 — zm| = 1.

. - 1
Démontrer que la série Z =3 est convergente.
n=0 “n

C11.123. EXERCICE  Soit (#5)nen Une suite réelle de carré sommable, i.e. telle que la série Z u,21 converge.
n=0

1. Montrer que pour toute o € (N), la série Z Uy Ug(n) CONverge.
n=0

+00
2. Calculer inf{ Y UnlUgn i € G(N)}.

n=0

C11.124. EXERCICE (CENTRALE, X-ENS)  Soit Z u, une série semi-convergente (i.e. convergente mais non absolument conver-

n=0
+oo
gente) de nombres réels. Démontrer que pour tout £ € R, il existe o € (N) telle que Z Ugn) = L.
n=0

C11.125. EXERCICE (X)  Soient Z an et Z b, deux séries convergentes de nombres complexes. Pour tout n € N, notons :
n=0 n=0

n n
cp = Z arb,_k et Sy = Z Ck-
k=0 k=0

Démontrer que :
1 n +00 +00
S an|- b).
LS e (e

n

En d'autres termes, si deux séries sont semi-convergentes, leur produit de Cauchy peut diverger (cf. cours), mais il converge au sens de
Cesaro vers le produit de leurs sommes.

C11.126. EXERCICE (ENS)

1. Soit (an) nen une suite de nombres complexes. Démontrer que :

Y lan| converge <  VYoeBM), ) agn converge.
n=0 n=0

2. Soit (¢,) une suite de nombres complexes non nuls. Démontrer que :

n
)" len—1| converge —  JaeC’",VYoeSMN), []com
k=0

n=0

n——+o0

30



