Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

TD7 - calcul différentiel et révisions

Exercice 1 % yywys. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Dérivation le long d’un arc.
Enoncé. Soient

e n=2etm=2 des nombres entiers;

e Q une partie ouverte deR" ;

I un intervalledeR;

des fonctions x1: I = R,...,x,: I — R telles que, pour tout t € I, (x1(t),...,x,(t)) € Q;

une fonction f: Q—-R"™: (y1,...,yn) — (A1, -, Yn)seoor fn (Y1, -, Y0))-

On suppose que
(H1) pour touti € [1,n], la fonction x; est dérivable sur I ;

(H2) la fonction f est différentiable sur Q).
1. Démontrer que Uarc g défini par

I — R™

g t — f(xl(t),,xn(t))
est dérivable sur I.

2. Soit t € 1. Donner une expression de g'(t) € R™ en fonction des dérivées des fonctions xi,..., X, et des
dérivées partielles de la fonction f.

Exercice 2 X % % vrvs. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Equation aux dérivées partielles d’ordre 1, avec changement de variable donné.
Enoncé.

1. Soit f: R> =R, (x,y) — f(x,y) une fonction de classe €' surR? telle que

0
Y (x,y) € R?, %(x,y) =0.

Démontrer qu'il existe une fonction ¢: R — R, de classe €' surR, telle que
Vi) eR?,  fxy) =9 .

2. (a) Soity: R— R une fonction de classe €' surR. Démontrer que Uapplication

RZ — R

! (x,y) — @kx+y)

est de classe €' et qu'elle vérifie

of of
2 e _— =
(E) V(x,y) eR, x (x,) 3y (x,y)=0.
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(b) Réciproquement, soit f : R? — R une fonction de classe €' surR? telle que

of of
2 e _— =
(E) V(x,y) eR?, x (x,7) 3y (x,y)=0.

Démontrer qu'il existe une fonction ¢: R — R, de classe €' surR, telle que

V, ) eR? f(x,))=@(x+7y).
u+ruv u—v)
2 7 2

On pourra considérer la fonction g: R?> — R; (u,v) — f (

Exercice 3 % vvryc. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Fonctions homogenes.
Enoncé. Soit f: R? - R; (x,y) — f(x,y) une fonction différentiable surR?.

1. Soit (x,y) € R? fixé. On définit la fonction g par

R — R
t — f(tx,ty).

Démontrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

§

2. On suppose que f est homogene, i.e. que
ViLy 0 eR’, fltx,ty) =t f(x,y).

(a) Démontrer que pour tout (x,y,t) € R3

_of of
flx,y) = ax(tx, ty) x+ ay(tx, ty)y.

(b) En déduire qu'il existe deux réels a et (3 tels que

V(x,y)eR?  f(x,y)=ax+py.

| | W

Exercice 4 %o ww. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Vrai ou Faux sur les révisions d’algebre linéaire : sous-espaces vectoriels.

Enoncé. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », donner une démonstration du résultat, étayée par des propriétés du cours.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d’'un contre-exemple.

1. Lensemble
@G .= { () nen € RY = () nen est une suite géométrique}

est un sous-espace vectoriel de RN,

2. Lensemble
o :={ (Un)nen € RY : () nen est une suite arithmétique}

est un sous-espace vectoriel de RN,

3. Soit H un hyperplan d'un K -espace vectoriel E, non nécessairement de dimension finie. Soit u un vecteur
de E qui n'appartient pas a H. Alors Vect (u) ® H = E.

4. Soient u, v, w trois vecteurs d'un K -espace vectoriel E.

Vect(u,v) =Vect(uy,w) — v=w.

5. Soient uy,..., Uy, Uy des vecteurs d'un K -espace vectoriel E. Alors

Up+1 € Vect(uy,...,uy) < Vect(uy,...,Un, Up+1) =Vect(uy,...,Uy,) .
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e Introduire l'arcy défini par
I — R”
Vle =~ @, xa@).
e Quevautlarc foy?
o Appliquer le Corollaire 20.38 (dérivée le long d'un arc), en vérifiant ses hypothéses avec soin.

2. Deux approches sont possibles.

(A) A laide de la formule livrée par la dérivée le long d’un arc et la Jacobienne de f.

e Le Corollaire 20.38 (dérivée le long d’'un arc) livre une formule pour g'(t) en fonction de la
différentielle de f et de la dérivée dey.

o Traduire matriciellement cette formule, en introduisant la base canonique %, deR" et la base
canonique %B,, deR™.

o Observer qu'une matrice Jacobienne de f apparait et calculer un produit matriciel.

(B) Alaide de la régle de la chaine.

e Justifier que la fonction
I — R"
Tl = tam,.x)
est différentiable sur I.
o Vérifier que les hypotheéses de la regle de la chaine sont satisfaites, puis l'appliquer pour calculer
les dérivées partielles de la fonction
I — R
E 1t — foa®,..,xn(0)= S (@), xp(0) 5.0y frn(1 (), ..., X, (8))

gl(tlv-urtn) gm(tl,...,tn)

et en déduire g'(t) = (g1 (1),..., &, (1)).
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]

1. o Démontrer que, si x est un réel fixé, alors la fonction

fl,):R=R; y— f(x,¥)

est constante, avec des valeurs toutes égales a f(x,0).

o Démontrer avec soin que la fonction

R — R
x — f(x,0)

estde classe €' surR.
2. (a) e Ecrire f comme la composée de deux applications de classe €, en justifiant avec soin le carac-

tere €' de chacune.

o Calculer la différentielle de f grace a la formule de la différentielle d'une composée d'applica-
tions différentiables et en déduire des expressions pour ses dérivées partielles.

(b) e Introduire l'application

RZ - R?
u+v u-v
v (u,v) — )
2 2
S——
vi1(u,v) ya(u,v)

et justifier son caractére €' surR?.

o Calculer a—i(u, v), pour tout (u,v) € R?, en appliquant la régle des chaines apres avoir vérifié
ses hypotheses avec soin.

o Appliquer le résultat de la question 1.

» Considérer le changement de variable inverse a celui soufflé dans I'énoncé.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e Introduireun arcy telque g = fovy.

o Appliquer le résultat sur la dérivation le long d'un arc, apres avoir vérifié soigneusement les hypo-
theses.

o Exprimer la différentielle de f a l'aide de ses dérivées partielles.
e Pour tout t € R, expliciter g'(t), en fonction de x, y, t et des dérivées partielles de f.
2. (a) Alaidede la propriété d’homogénéité vérifiée par la fonction f, calculer g'(t) d’'une autre maniére,
pour tout t € R.

(b) Spécifier le résultat de la question 2.(a) en un réel t bien choisi.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]

1. La somme des suites (2") yen et (3") nen est-elle une suite géométrique ? Argumenter avec soin.
2. Une suite (ty) nen € RY est arithmétique si et seulement si
dreR, VneN, u,=uy+nr.
Interpréter ce résultat en termes de combinaison linéaire de deux suites.

Un hyperplan de E est par définition un sous-espace vectoriel de E qui admet une droite pour sup-
plémentaire.

@
.

Introduire un vecteur x € E\ {Og} tel que E = H & Vect (x).

Décomposer le vecteur u relativement a la décomposition E = H & Vect (x) de E.

Analyser alors si E c H® Vect(u) et H N Vect(u) < {Og}.
4. Ya-t-il une unique maniére de compléter la famille libre ((1,0)) en une base de R ?

5. Une des deux implications est claire. Analyser la seconde en s‘appuyant sur la propriété de minimalité
d’un sous-espace vectoriel engendré.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]

1. e Soity larc défini par
I — R
t = (x(1),..., x,(1).

Par hypothese, pour tout t € Q, y(t) € Q. Donc l'arc y est tracé sur Q. De plus la fonction y est
dérivable sur I, car ses fonctions coordonnées x;, ..., x, le sont (hypothése HI).

Y

e D'apres 'hypothése H2, la fonction f est différentiable sur ().
e Les hypotheses du Corollaire 20.38 (dérivée le long d’'un arc) sont vérifiées. En l'appliquant, il vient

(CI) larc foy: I—-R™; t— f(x1(t),...,x,(1)), qui coincide avec l'arc g, est dérivable sur I ;
(C2) pourtouttel
x) g =(fop' (0= dfy®) -y (.

2. Nous donnons deux solutions.
(A) Alaide de la formule livrée par la dérivée le long d’'un arc et la Jacobienne de f. Nous notons %, la
base canonique deR" et ,,, la base canonique deR™.
o Nous savons que
Y (1) = (x(D),..., x,(1))

et donc les coordonnées dey'(t) dans la base 98, sont données par

x1 (1)
Matg, (Y (1)) =
X, (1)

e D'apres la Proposition 20.23 (expression de la différentielle d'une application différentiable
via ses dérivées partielles), la matrice Matg, g, ( df (y(1))) = Mateg, s, (df (x1(8),...,x,(1)))
est donnée par (cf. Jacobienne de f envy(t))

5 5 5
O o n@® L@ n @ . (0, xn ()
oy 0y 0Yn
5 5 P
02 (a0 n @) . (0, xn ()
oy 0y Oyn
I . S
Om (e @ xn(®) 2210 xn®) . 18 20
0y 0y2 Oyn

e De (%) on déduit

Matg,, (g'(t)) = Matg,, (df (y(1)) -y (1)) = Matg,, =, (df (y(1)) x Matg, (Y'(1)).
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Ainsi Matg, (g'(1)) égale
ofi ofi dh

(1 (0), .., x0(0)  =—(x1(0),..., x5(0)) ... (x1 (1), ..., xp (1)) X (1)
on 0y 0yn

0
ﬁ()(,'l(t), ;xn(t)) ﬁ()(,'l(t),,xn(t)) f2 (XI(t),,xn(t)) xé(t)
oy 0y» 0¥n X
3fm 0fin O ,
an (x1(8), ..., xn (1)) 3y, (x1(8),..., xp(2) ... 3, (x1(8), ..., xn (1) x,,(1).

En calculant ce produit matriciel, il vient

Z x; (1) —(xl(t), - Xn (1))

Zx (t)—(xl(t), o Xn (1))

Matg, (g'(1) =
fm
Z (r) (x1(8),..., Xn (1))
i=1 i
Donc
/ ZJi L !/ ﬁ fm
g = Zx(t) (xl(t), LXxn(0), ) xi(D) y(xl(r), ,xn(t)),...,z Ht 3, oy Xn (1))
i=1 i=1
(B) Alaidedela regle de la chaine.
e Larcy défini par
I — R"

Yt = ... x,0)

est dérivable sur I. Comme y est une fonction d’'une variable, elle est différentiable sur I. Cf.
Proposition 20.21 (Différentiabilité et différentielle de fonctions d'un ouvert de R dans R™).
e D'apres 'hypothése H2, la fonction f est différentiable sur ().

» Nous pouvons donc appliquer la regle de la chaine (Proposition 20.40) pour calculer la dérivée

de
I - R™

E 1t = fa@,.,xn@®=|AGL®,...,x(8), ..., 01 (0),..., X (D)

gi(t,e.., tn) gm(t,es, tn)

Nous obtenons, pour tout k € [[1, m]

dgk Ofx
—(t) §
i=1 ay

ie.
AOE Z x5 (1) —(xl(t), X (D).
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Comme g'(t) = (g,(1),..., 8, (1)), il vient

0
I (x1(2), ..., xp (1)) ] .
0yi

gw=1> xi a—ﬁ(xl(t),...,xn(t)), DA 6—’?(x1(t),...,xn(t)), ey D X5(D)
i=1 Vi i=1 Yi i=1
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]

0
1. e Soit x € R fixé. Comme pour tout y € R, %(x, y) existe et est nul, la fonction

fx,):R—=R;y— f(x,y)
est dérivable et de dérivée nulle. Elle est donc constante. Ainsi
(x) VyeR, f(x,y)=f(x,0).

o Lapplication
R — R?

Pl x = 0

est linéaire, donc différentiable sur R, avec une différentielle constante

R — £L([R,R?
X — i.

di

Ainsi, Uapplication i est de classe €' surR.

e Par composée de fonctions de classe €', l'application ¢ = foi est de classe €' sur R. De plus,
d’apres (x)
Vix,y) eR?, f(x,) = f(x,0)0=¢(x).

2. (a) e Lapplication
R — R
(x,y) — x+y

est linéaire donc différentiable sur R?, avec une différentielle constante

R - 2L([R%R)

ds x,y) — S.

Ainsi, Uapplication s est de classe € surR?.

o Lapplication ¢ est de classe €' sur R. Comme il s'agit d"une fonction d'une variable réelle,
pour tout x € R, sa différentielle dy(x) au point x est

R — R

dp(x) ‘t — (%),

e Par composée de fonctions de classe €", l'application f := @ o s est de classe €' surR? et
V(x,y) €R?,  df(x,y) = dp(x+y)o ds(x,y)
et donc, pour tout (x,y) € R2, pour tout (hy, hy) € R2

df(x,y)- (hy, hy) dp(x+y)-(ds(x,y)- (h, hy))
dp(x+y)-(s-(hi, hy))
dp(x+y)-(h1+ hy)

@' (x+y) (hy+hy).
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» Dongc, si on note (e, e2) la base canonique de R2, pour tout (x,y) € R2

0
é(x,y) =D, fx,y)=df(x,y)-e1=¢'(x+)

0
%(x,y) =D, f(x,y) = df (x,y)-e2=¢'(x+Y).

Nous avons donc, pour tout (x,y) € R?

(b)

o Lapplication

g(x )—g(x ) =@ (x+y)—¢' (x+y)=0
Gx’y Oy’y_(p Y- y)=0.

R - R?
u+v u-—-v

v (u,v) — )
2 2
S—— ==
vi1(u,v) ya(u,v)

est linéaire, donc différentiable sur R?, avec une différentielle constante

RZ — 2L[RY

dy (x,y) — .

Ainsi, Uapplication v est de classe €* surR?.

e Par composée de fonctions de classe €*, 'application g = f oy est de classe €' surR?.

o D'apres la regle de la chaine, pour tout (u, v) € R?

%8

6U(u, v)

0
X wl(u, V) + X o2
ov

ov dy (V)

)

of -
a(u+v,u l)) - -

of -
. . _(u+v u l))

0 - 0 -
%%(u;v,uzv)_l f(u+vu v)

0 [f estsolution de (E).]

e D'apres la question 1, il existe une fonction ¢: R — R de classe €* sur R telle que, pour tout

(u, v) € R?

u+v u—v
2 7 2

(k%) f( )z:g(u, v)=@u).

Soit (x,y) € R?. En appliquant (xx) du— x+y et v — x—y, il vient

fxy)=ex+y).
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]

1. e Onintroduit U'arcy défini par
R — R

Y r — (tx,ty).

Comme ses composantes t — tx et t — ty sont dérivables sur R, U'arcy est dérivable sur R. De plus,
pour tout t € R
Y1) =(x).

o Comme la fonction f est différentiable sur R, les résultats sur la dérivation le long d’'un arc s'ap-
pliquent. L'application g = f oy est dérivable surR et, pour tout t € R
g =dfly®)-y'() = df(y(®)-(x,y).

D’apres l'expression de la différentielle d’'une fonction différentiable via ses dérivées partielles, on
en déduit, pour toutt €R

of of of of
(1) = =(y(¢ ——(y() y=—==(tx,t ——(tx,ty) y.
g () ax()f( ))x+ay(y( % ax( X y)x+6y( xty)y
2. (a) Soit(x,y) € R?,
e D'apres la question 1, la fonction
R — R

§ t — f(tx,ty)

est dérivable et

VieR, g'(n= %(tx, ry) x+ g(tx, ty)y.
0x oy

o Compte tenu de I'hypotheése d’homogénéité vérifiée par la fonction f, on a également
VieR, g'(®=[f(xy.

e On en déduit que, pour tout t € R

_of of
f,y = ax(tx, ty) x+ ay(tx, ty)y.

(b) Soient(x,y) € R2. En appliquant le résultat de la question 2.(a) avec t — 0, il vient

_of of
fl,y) = ax(O,O)JH ay(O,O)y.

of
ay

of

E(O, 0) et B:= —=(0,0) sont indépendants de (x, y) € R?. Donc

Lesréelsa :=

V(x,y) eR?  f(x,y)=ax+py.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Faux.

o Lasuite (2") e et la suite (3™) ,en Sont des suites géométriques. Comme
243l 5 13 22432
20430 27 5 2143
la suite (2™) yen + (3") nen Nest pas géomeétrique. Lensemble
G :={ (Un)nen € RN : () nen est une suite géométrique}
n'est pas stable par somme. Ce nest donc pas un sous-espace vectoriel de RV,

2. o Vrai.

o Soit (Up) pen € RN, D’apres le cours sur les suites arithmétiques

(Un)nen € RN est arithmétique < FreR,VneN, u, = ug+nr

> (Un)nen € Vect (1) yen » (M) pen) -

Donc
o :={ (Un)nen € RY @ () nen est une suite arithmétique} = Vect (1) pen , (1) nen)

est un sous-espace vectoriel de RN,

3. o Vrai.

o D'apres la définition d’'un hyperplan de E, H est un sous-espace vectoriel de E qui admet une droite
pour supplémentaire. Soit donc x € E\ {0g} tel que Vect(x)® H=E.

e Commeue E=Vect(x)® H, ilexistehe HetAecK tel que

u=h+A>1.x.

Commeu¢ H, A # 0. Ainsi
x= L h+l u

- A/l A. .

Soit y € E. Comme E = Vect (x) @ H, il existe h' € H et Be K tel que y = h' + B.x. On a donc
1 1
y=h+p.x= h'+,6.(—z.h+1.u) = h'—g.iﬁ-g.LLEVect(u)EBH.
eH

Donc E c Vect(u) ® H. Comme l'inclusion Vect (1) ® H c E est claire, on a l'égalité E = Vect (u) @ H.

e SoityeVect(u) N H.Alorsilexistea e K telquey=a.ue H.
Si a # 0k, on en déduit u € H, ce qui est contraire a I'hypothese vérifiée par u Ainsi a = Ok et donc
y= OE.
Les sous-espaces vectoriels Vect (u) et H de E sont donc en somme directe.

4. o Faux.
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e Soientu=(1,0), v=(0,1) et w = (1,1) des vecteurs deR%. On a
Vect(u,v) = R? = Vect (u, w)
maisv £ w.

5. o Vrai.

o =. Supposons que u,.1 € Vect(uy,...,Uy).
Ainsi uy, ..., Uy, Un+1 appartiennent au sous-espace vectoriel Vect (uy, ..., u,) de E. Par minimalité
d’'un sous-espace engendré

Vect (uy,..., Uy, Up+1) < Vect(uy,..., Uy) .
Comme linclusion Vect (uy, ..., u,) < Vect(us,..., Uy, Uy+1) est claire, il vient

Vect (uy,..., Uy, Uy+1) = Vect(uy,..., Uy) .

* <. SupposonsVect (uy,...,Up, Up+1) = Vect(Uy, ..., Uy).
Alors comme u; 1 € Vect(uy,..., Uy, Un+1), il Vient u,, .1 € Vect (uy,..., Uy).
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