Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

TDG6 - calcul différentiel et révisions

Exercice 1 %% 3yrys. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Norme 1 tordue sur R".
Enoncé. Soitn =2 un nombre entier.
Soita = (aq,...,a,) € R™.
Démontrer que U'application
R” — R

N n
Tl X Xn) =Y @i lxl
k=1

est une norme sur R" si et seulement si a; >0, pour tout i € [1,n].

Exercice 2 ¥ % %y, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité, différentielle et lieu de submersion d’une fonction de R® dans R?.
Enoncé. Soit l'application
IR3 _ RZ
(x,,2) — (x+y+z,xy2).

f

1. Démontrer que la fonction f est différentiable en tout point (x,y, z) € R® et écrire sa matrice Jacobienne
en(x,y,z).

2. On dit que f est une submersion en un point (x,y,z) de R® si lapplication df(x,y,z) € L (R3 R?) est
surjective. On note

U:= {(x, V,2) € RS : f est une submersion au point (x, y, z)}.

(a) Démontrer queR3\ U est la réunion de quatre droites que I'on explicitera.

(b) Démontrer que U est une partie ouverte de R3.

Exercice 3 X % %y, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Fonction de deux variables a dérivées partielles nulles sur un carré.
Enoncé. Soient

o a=(aj,ay) € R?;

e 1 unréel strictement positif;

e Q:=laj—nrai+r[xla—r,a+r[c RZ;

e unefonction f: Q —R; (x1,x2) — f(x1,X2).
On suppose que

(H1) pour tout x € Q, la fonction f admet une dérivée partielle en x suivant la variable x, et suivant la va-
riable x, ;

of of
(H2) pourtoutx € Q, —(x) = —(x) = Op.
6x1 axz

1. Démontrer que Q est un ouvert de R?.
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2. Justifier que la fonction f est différentiable sur ().
3. Calculer la différentielle df (x) de | en tout point x de 2.

4. Démontrer que l'application f est constante sur Q.

Exercice 4 ¥ % %y, [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Vrai ou Faux sur les équivalents pour les suites numériques.

Enoncé. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », donner une démonstration du résultat, étayée par des propriétés du cours.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d’'un contre-exemple.

1. Soient (a,) nen, (bn) nens (Cn) nen et (dy) nen des suites de nombres réels telles que

n—+oo n—+oo

Lassertion a, + by, ~ . Cn +d,, est-elle vraie?
n—+oo
2. Soient (uy) nen et (Vy) nen deux suites de nombres réels telles que

u, ~ v, et u,——~0.
n—+oo n—+oo

Lassertion sin(u,) ~ sin(vy) est-elle vraie?
n—+oo

3. Soient (uy) nen et (Vn) nen deux suites de nombres réels telles que u, ~ Un
n—+oo

Lassertion exp(uy) ~ exp(vy) est-elle vraie?
n—+oo

4. Soient (Upn) nen et (V) nen deux suites de nombres réels strictement positifs telles que uy, ~ U
n—+o00

LassertionIn(u,) ~ In(v,) est-elle vraie?
n—+oo

5. Soient (u,) nen et (Uy) nen deux suites de nombres réels. Les deux assertions

@ u, ~ vy
n—-+00

b)) up=vy,+ o (vy)
n—+oo
sont-elles équivalentes?

6. Soient (uy)nen et (Vn) nen deux suites de nombres réels possédant une limite identique dans R U {—oo, +00}.
Lassertion u,, ~ v, est-ellevraie?
n—+oo

7. Soient (Up) nen et (V) nen deux suites de nombres réels telles que u, ~ . Un:
n—+oo

Lassertion u,, — v, —— 0 est-elle vraie?
n—+oo

8. Soient (un) nen et (V) nen deux suites de nombres réels telles que u,, — vy, — 0.
— 100

Lassertion u,, ~ vy, est-ellevraie?
n—+oo

9. Soient (u,) nen Une suite de nombres réels. Les deux assertions
(a u, ~ 0
n—+oo
(b) la suite (uy) nen est-elle nulle a partir d’'un certain rang

sont-elles équivalentes?
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10. Soient (up) nen et (Vy) nen deux suites de nombres réels telles que u, ~ . Un:
n—+oo

Lassertion (u,,)*%?° ~ (v,)?9%0 est-elle vraie?
n—+oo

11. Soient (uy) nen et (Vn) nen deux suites de nombres réels telles que u, ~ Un
n—+oo

Lassertion (u,)" ~ (v,)" est-elle vraie?
n (e e]

—+
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INDICATION(S) POUR I’EXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

=. Si%B = (ey,...,ey) estla base canonique deR", que vaut Ny(e;) ?
<. Sous l'hypothése a; >0,...,a, >0 démontrer

. pour tout x e R", Ny(x) =0;

. pour tout x € R", si Ny (x) = 0 alors x = Ogn ;

. pour tout x € R", pour tout A € R, Ny (Ax) = |A| Ng(x);
. pour tout x,y € R, Ng(x+ y) < Ny (x) + N (3);

en mettant en valeurs les moments de la rédaction ot 'hypothese sur les signes de a1, ..., &, est utile.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]

1. o Introduire les fonctions coordonnées de f
iR —R; (x,0,2)— x+y+2z et fr:RP—R; (x,y,2)— xyz
puis justifier l'existence de

0fi 0fi 0f o0f> o0f> o0f>

a(x)yyz) ) a_y(x;_%z), &(x)yyz) ) a(x;%z), a(x)yyz) ) E(x)y)z)

en tout point (x, y,z) € R® et expliciter ces six dérivées partielles.

o Appliquer le critere €', arpeés avoir vérifié ses hypothéses avec le plus grand soin.

2. (a) e Justifier, avec soin, que R\ U est I'ensemble des points (x, y, z) € R® tels que

Rg(Matg, 3, (df (x,y,2))) = 1.

1 1 1
La matrice (a B Y) € M3 (R) est de rang 1 si et seulementsia = [f=7.

Remarquer par exemple que, pour tout (x, y, z) € [Rg, (yz=x2) <= ((z=0) ou(x=1y)).

L'intersection est distributive par rapport a la réunion.
(b)

Une partie est ouverte si et seulement si son complémentaire est fermé.

Quelle propriété topologique posséde un sous-espace vectoriel de dimension finie?
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]

1. La partie Q deR? ne serait-elle pas une boule ouverte, pour une norme & définir surR? ?
2. Appliquer le critére €', apres avoir vérifié ses hypotheses.

3. Cf. expression de la différentielle d’'une fonction différentiable via ses dérivées partielles (Proposition
20.23).

4, e Fixer (by,by) € Q=la; —r,a,+r[xlax—r,a+rl, puis remarquer que (by, az) € Q) et que
f(b1,b2) = f(ar,a2) = f(b1,b2) = f(b,a2) + f(b1,a2) — f(a1,a2) .

o Exprimer sous forme d’intégrales le second membre de la précédente identité.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]
On rappelle que, par définition, deux suites (u,) nen €t (V) nen deux suites de nombres réels sont équivalentes
s'il existe N € N et () n=N Une suite convergeant vers 1 tels que

Vn=N, u,=a,vy,.

~

. On peut par exemple remarquer que n+2 ~ Nt 1 et proposer une suite (by,) ,en de nombres réels telle
n—
quen+2+b, # n+1l+b,.

n—+oo
2. o Quelle est le comportement asymptotique de la suite (V) pen ?

 Utiliser un équivalent de sin(x) lorsque x tend vers 0 et en déduire des équivalents des suites
(Sin(un)) neN et (sin( Un)) neN-

* Larelation ~ est une relation d’équivalence sur les suites numériques.
3. Par exemple, on peut commencer par considérer la suite (un) nen définie par u, = n, pour tout n € N.

4. Considérer par exemple deux suites qui convergent vers 1, mais avec des vitesses de convergence diffé-
rentes.

5. o Analyser la définition de deux suites équivalentes rappelée au début et celle de o, rappelée ci-apres.

o Soient (a;) nen et (by) nen deux suites de nombres réels. On écrit a,, = o (b,) sil existe N € N et
n—+oo
(en)n=N une suite convergeant vers 0 tels que

Vn=N, a,=¢€,b,.

2

Considérer par exemple deux suites qui convergent vers 0, mais avec des vitesses de convergence diffé-
rentes.

N

Par exemple, on peut commencer par considérer la suite (uy,) nen définie par u, = n, pour tout n € N.

8. Considérer par exemple deux suites qui convergent vers 0, mais avec des vitesses de convergence diffé-

rentes.
9.  Analyser la définition de deux suites équivalentes rappelée au début et celle de suite nulle a partir
d’un certain rang, rappelée ci-apres.
e Soit (ap) nen une suite de nombres réels. On dit que la suite (a,) nen est nulle a partir d’'un certain
rang s'il existe N € N tel que
Vn=N, u,=0.
10. Ecrire la définition de u,, ~ __ vn etutiliser la continuité de la la fonction x — 12020 ep |,
n—+o0o

11. Si une suite (u,) nen de nombre réels converge vers 1, la suite ((u,)™) nen converge-t-elle nécessairement

n
vers 12 Par exemple, quel est le comportement asymptotique de la suite ((1 + —) ) 2
nJ Jnen+
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UN CORRIGE DE EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]
Notons % = (ey, ..., ey) la base canonique deR".

—>. Supposons que l'application
R" — R

N n
C Xpyeenxn) = Y a1l
k=1

est une norme surR". Alors pour tout i € 1, n]

a; = Ngy(e;) >0.
Le résultat est démontré.
<. Supposons que, pour touti € [[1,n], a; > 0.
e Pour tout (xy,...,x,) € R" i
Ng(X1,...,X,) = a; |x;| =0.
k=1"20 20

e Soitx = (x1,...,Xx,) € R" tel que
n
Ng(x)=)_ a; |xil =0.
k=127 "~
>0 =0
Si une somme de nombres positifs ou nuls est nulle, alors tous les termes de la somme sont nuls.
Donc, pour touti € [1,n]
a; |xil
~~
#0
et ainsi, pour tout i € [1,n], x; = 0. Donc x = Ogn.
Lapplication N, vérifie la propriété de séparation de la norme.

o Soitx=(x1,...,xp) ER" et A eR.
n n n
Ng(A.x) = No(Ax1,...,Axp) = Y i [Axil =) a; IAl [xil =141 ) @i |xi| = Al Na(x).
k=1 k=1 k=1
Lapplication N, vérifie la propriété d’homogénétié de la norme.

o Soient x = (x1,...,Xp) ER™ ety = (y1,..., ¥n) ER™

No(x+y) = No(x1+y1,...,Xn+Yn)
n
= ) a;|xi+yi
k;l
< ) (ailxil +a; |yl-|) [inégalité triangulaire pour || et a; > 0,...,a, > 0]

k;l "

= Y ailxil+ ) a;lyil
k=1 k=1

= Ng(x)+ Nu(y)

Lapplication Ny, vérifie l'inégalité triangulaire.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]

1.

¢ Introduction des fonctions coordonnées.

Si on pose
fl:lR{?’—>R;(x,y,z)-—>x+y+z et fgz[R{3—>IR;(x,y,z)-—>xyz

alors pour tout (x,y,z) €R3, f(x,y,2) = (fi(x,,2), (X, 7,2).
P 0
Etude de la dérivée partielle 6_];1
Soient y, z € R fixés. Lapplication
HGya)ix— filx,y,2)=x+y+z

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a x existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

of

:R3—>IR; x, 9,2 —1
ox (x,¥,2)

qui est continue surR3.

P 0
Etude de la dérivée partielle a—fl
Soient x, z € R fixés. Lapplication
filx,,2):y— filx,y,2)=x+y+z

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f1 par rapport a y existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

o

ay:ﬂlf’—»l]%;(x,y,z)»—»l

qui est continue surR.

P 0
Etude de la dérivée partielle a—fl
z

Soient x, y € R fixés. Lapplication
i, y,):z2— filx,y,2) =x+y+z

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de fi par rapport a z existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

o

:R3—>R; x,12)—1
3z (x,¥,2)

qui est continue surR3.

P 0
Etude de la dérivée partielle a_j;z
Soient y, z € R fixés. Lapplication
L6132 x— falx,y,2) = xyz

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a x existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

ofs

:R3—>IR; Y, 2) —
ox (X, ,2)— yz

qui est continue surR3.
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P 0
¢ Etude de la dérivée partielle a_fz
Soient x, z € R fixés. Lapplication
folx,,2): y— fo(x,1,2) = xyz

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a y existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

ofs

ay:R3—>IR; X, 9,2)— xz

qui est continue surR3.

z
Soient x, y € R fixés. Lapplication

o Ftude dela dérivée partielle

Ly y— fa(x,y,2) =xyz

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a z existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

o

:IR3—>IR2; (x,y,2) — xy
0z

qui est continue surR3.

o Dapres le critere €', la fonction f est de classe €' surR3, donc différentiable sur R3 et pour tout
(x,y,2) €R®

1 1 1
Mdl:%?“,@z( df(X, ) 2)) = (yz Xz xy)

oiL %3 désigne la base canonique de R® et B, désigne la base canonique de R?. Ainsi pour tout
(hlr hZ) h3) € Rg

df(xyyrz)'(hlth)hfS) = (hl +h2+h3 ’ yZhl +th2+xyh3) .
2. (a) Soit(x,y,z) €R3,
df (x,y,z) nest pas surjective < Rg(df(x,y,2z))<2

< Rg(Matg, »,(df(x,y,2)) <2

— Rg((1 1 1))<2
vz Xxz Xy

1 1 1 X N
- Rg((yz Xz xy))—l [le rang ne peut étre nul ici|

= yz=Xxz=XxJ).
Donc

RP\U={(x,,2) R’ : yz=xz et xz=xy} ={(x, 5,2 eR® : yz=xz} [ {(x,3,2) eR® : xz=xy}
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Comme pour tout (x, y,z) € R

(yz=x2) <= ((z=0) ou(x=1y)) et (xz=xy) <= (x=0)ou(y=2))

il vient
R\U = {x,y,2eR: z=0} U{(x,y,2) eR® : x=y}
Py Py
N
{x,y,2) R’ : x=0} U {(x,5,2)eR’ : y=2}
Py P,
= (PINPIUMPINPYUP2NP3)UP2N Pa).
On observe
Py N P;={(x,y,2) €R®: z=0 er x=0} =Vect((0,1,0))
PiNPy={(x,5,2) €R3 : z=0 er y =z} = Vect((1,0,0))
Py N P3={(x,y,2) €R®: x=y et x=0} =Vect((0,0,1))
PN Py={(x,y,2) €R®: x=y et y =z} =Vect((1,1,1))
Donc

R*\ U = Vect ((0,1,0)) | J Vect ((1,0,0)) | Vect ((0,0,1)) | ] Vect((1,1,1)) .

(b) Comme un sous-espace de dimension finie est fermé, les sous-espaces vectoriels Vect ((0,1,0)),
Vect((1,0,0)), Vect((0,0,1)) et Vect((1,1,1)) sont fermés dans R3. Lensemble R3\ U est donc fermé
dans R3, comme réunion d'un nombre fini de parties fermées de R3. On en déduit que U est une

partie ouverte de R3.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]

1. Sionintroduit la norme infinie sur R?

I R - R
] (x,x2) — max(|x],|xl)
alors
Q = laqg—nay+r(xlag—ray+r]

{1, ) €R? : |x1—ayl < er|xy—apl < r}

{(x1, x%2) €R? 2 (31, x2) — (a1, @2) oo < T}

By ((a1,a2),1) .

Comme une boule ouverte est un ouvert, la partie Q) est un ouvert de R2.

2. La fonction [ admet des dérivées partielles suivant les variables x; et x,, en tout point de Q, et les fonc-

tions
o | T, o TR,
oxy1| x — a—xl(x)=0 0xp| x — G_JCZ(x):O

sont clairement continues sur Q. D'apres le critere €', la fonction f est de classe €' sur Q, en particulier
différentiable sur Q).

3. D'apres le cours (Proposition 20.23), pour tout x € Q, pour tout (hy, hy) € R?

_, 9f of . _
af(x)-(hy, hy) = hy PP (x)+ hy % (x)=0.

Donc df (x) € Z(R?,R).

4. Soit (by,by) € Q=]a;—r,a1+r[x]ax—r,ay+r|. On observe que le point (by, ay) € Q. Comme les dérivées
partielles de f existent et sont continues en tout point de ), le Théoreme fondamental de I'analyse livre

f(b1,b2) = flar,a2) = f(b1,b2)— f(b1,a2)+ f(b1,a2) — (a1, ar)

bz a b1 6
—f(bl, x2) dxz +f —f(xl, ap) dx;
az 0)62 a 6x1

= 0.

La fonction f est donc constante sur Q).
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Faux.

» On a les équivalences suivantes

n+2 ~ n+l et —-n ~ -—-n
n—+oo n—+oo

mais les suites constantes 2 et 1 ne sont pas équivalentes.

2. e Vrai.

e Commeu,, ~ Uvyetu, 0, nous savons v,
n—+oo

n—+oo n—+oo
Comme sin(x) o X, nous en déduisons
x—)

sin(u,) ~ u, et sin(u,) ~ vy.
n—+oo n—+oo

La relation ~ étant une relation d'équivalence sur les suites numériques, il vient sin(u,,) ~
n n—+oo

sin(vy).

3. o Faux.

e Onaléquivalence

mais les suites (exp(n)) nen et (exp(n+ 1)) en = (e exp(n))nEN ne sont pas équivalentes.

4. o Faux.

e Onaléquivalence

1 1
1+— ~ 1+—.
n n—+oo n?
CommelIn(l + x) o X, nous en déduisons
x—>
1 1 1 1
Inf1+— ~ — et In|l+— ~  —.
nj) n—+oo n n2 | n—+oo p2

1 1
Comme les suites (—) et (—2) ne sont pas équivalentes, les suites
nJ nen+ n® ) nen*

7 I

ne sont pas équivalentes.

5. o Vrai.
e (a) = (b). Supposons u, T Une Alors il existe Ny € N et (a,) =N, une suite convergeant vers 1
—1+00
tels que
Vn=N;, u,=a,vy,.
On a donc

Vn=N, u,=vy,+0-ayv,.

Commel —ay, O, u,=v,+ o (vy).
n—+oo

n—+oo
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10.

e (b) = (a). Supposons u, = v, + o+ (vy). Alors il existe N, € N et (€,) n=nN, Une suite convergeant
n—+oo

vers 0 tels que
Vn=Ny, uU,—v,=€,Vy.

On a donc

Commel+eg, Lu, ~ vy

n—+oo n—+oo

Faux.

1 1
Les suites (—) et (—2) convergent toutes les deux vers 0, mais elles ne sont pas équivalentes.
) nen+ n= ) nen+

Faux.

On a l'équivalence

n+l ~
n—+oo
mais la suiten+1—-n 1#0.
n—-+o0o
Faux.
On
1 1

. 11 . .
mais les suites — et — de sont pas équivalentes au voisinage de +oo.
n n

Vrai.

(a) = (b). Supposons uy, ~ 0. Alors il existe N € N et (a,,) ,=N Une suite convergeant vers 1 tels
n—+oo
que
Vn=N, u,=a,x0=0.
Donc la suite (un) nen a tous ses termes nuls a partir du rang N.

(b) = (a). Supposons la suite (u,) nen nulle a partir d’'un certain rang. Alors il existe N € N tel que
Vn=N, u,=0.
Sion pose a,, =1, pour tout n = N, on définit une suite (a,) ,>N convergeant vers 1 telle que
Vn=N, u,=a,x0.
Ainsi uy, T 0, par définition.

Vrai.

Commeu, ~ vy, ilexiste NeN et(a,),=N une suite convergeant vers 1 tels que
n—+oo
Vn=N, u,=a,Uv,

et donc
VnsN, (1,)2%0 = (a,)2020 (,)2020

2020

La fonction x — x“°" est continue en 1 donc

2020
(@)™ ——1.
n—+oo

202 202
)00 n)OO-

On en déduit que (uy, ~ (v
n—+oo
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11. o Faux.

1 2
e Lessuites (1 + —) et (1 + —) sont équivalentes.
nJ pen+ ) pen+

. Commeln(l + x) ~ X, nous en déduisons

x—>
1 1
In (1 + —) ~ -
nj)n—+oon
et donc .
nIn (1 + —) ~ 1#0
n) n—+oo
ie

1
n ln(1+—) 1.
n) n—+oo

Par continuité de la fonction exponentielle

1)) <esp(nnf1 )] e

. De maniere analogue, on établit
2
(ln (1 + —
n

2 ().

Les suites

(e

ne sont donc pas équivalentes.
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