Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

TD5 - calcul différentiel et révisions

Exercice 1 %% 3yrys. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle pour d’'une fonction de deux variables.
Enoncé. Soit la fonction f deR? dans R définie par, pour tout (x, y) € R?

flx,y) = sin(x? — yz) .

Démontrer que la fonction f est différentiable en tout vecteur (x,y) € R? et écrire sa matrice Jacobienne en
(x,y).

Exercice 2 %% vryc. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle d'un produit scalaire tordu.
Enoncé. Soient

e (E,{-,-)) unespace euclidien;
e u un endomorphismedeE;
e acE.

Démontrer que U'application
E — R
x = (ulx),x)

f

est différentiable en a et calculer sa différentielle en a.

Exercice 3 X% %% . [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Différentiabilité et différentielle du passage a I'inverse dans GL,(R).

Enoncé. Soitn =2 un entier.

On munit #,(R) d'une norme d'algebre unitaire, par exemple de la norme |-|| définie par

n
VMe 4y®), [M]:= max (Z|[M1,-,j|).
Isj=n\;2

On définit l'application f par
f GL,(R) — n([R®)
A~ AN

1. Démontrer que pour tout H € 2B(0_y4,w), 1), la série Z (=1)P HP converge et calculer le produit
p=0

+00
(In+H) (Z (—l)pH”)

p=0
+00
en justifiant, avec le plus grand soin, les échanges éventuels entre ) _ et produit matriciel.
p=0

2. Justifier, avec le plus grand soin

—=0.u,®

+o0
> CLDPHP= o (IHI).
p=2

Version du 23 mars 2022 [07h33] 1 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

3. Démontrer que l'application f est différentiable en I,, et que pour tout H € 4, (R)

df(,)-H=-H.

4. Soit Ae GL,(R).

(a) Justifier que pour tout H € 98 (Oﬂn(ﬂ@), ), (In + A"V H) est inversible et exprimer son inverse

1
v At
comme une somme de série matricielle convergente.

(b) Démontrer que [ est différentiable en A et que pour tout H € 4, (R)

df(A)-H=-A"THA™.

Exercice 4 X %%y vs. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Vrai ou Faux sur les suites et séries de fonctions I : modes de convergence.

Enoncé. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », citer un résultat du Chapitre 11 « Suites et séries de fonctions » pour justifier.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d’'un contre-exemple.

1.

Si pour tout n € N on pose f,: x— x", alors la série de fonctions Z fn est normalement convergente sur
n=0
tout segmentde] —1,1].

Si pour tout n € N on pose f,: x — x", alors la série de fonctions Z fn est normalement convergente sur
n=0
1-1,1[.
. . =D"x" . . . ]
Si pour tout n e N* on pose f,,: x— —————, alors la série de fonctions Z fn est uniformément conver-
n

n=1

gente sur[0,1].
Si pour tout n € N on pose f,: x— e~ " alors la suite de fonctions (f”)nel\l converge simplement sur R.

. —nx? . . . .
Si pour tout n € N on pose f,: x — e”"*", alors la suite de fonctions ( f,) Len converge uniformément sur
10, +ool.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

o Fixer y € R, justifier la dérivabilité de la fonction d’'une variable réelle
FGY)x— flxy)
puis calculer sa dérivée qui est, par définition, la premiere dérivée partielle de la fonction f notée e
x

o Fixer x € R, justifier la dérivabilité de la fonction d’'une variable réelle

fO,):y— flx,y)
of

puis calculer sa dérivée qui est, par définition, la deuxieme dérivée partielle de la fonction f notée v
y

o Appliquer le critere €1, apreés avoir vérifié ses hypothéses, avec le plus grand soin.
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INDICATION (S) POUR ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]

e Pour h e E, développer f(a+ h).
e Dans le développement, faire apparaitre f(a), une expression linéaire en h et un reste.

e Démontrer, avec le plus grand soin, que le reste est un , o (kD).
—0p
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]

1. * Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute série absolument convergente est conver-
gente.
q
* Pour H € B(0_4,wr), 1), calculer, pour tout q €N, (I, + H) x Z (=1)9 HP |, puis rédiger un passage
p =0
a la limite soigné, en faisant tendre q vers +oo, avec un argument de continuité a mettre en valeur.

2. e Pour H € 2B(0_4,Rr),1) et q € N>y, justifier
q

(- I)PHP
p=2

q
<Y IH|P
p=2

puis faire tendre q vers +oo en donnant les argument nécessaires pour ce passage a la limite.
e Utiliser la valeur de la somme d’'une série géométrique numérique convergente.
o Théoreme d’'encadrement.

3. Calculer f(I,+ H) pour H € $(0_4,m®),1), a l'aide de ce qui précede, en faisant apparaitre un f(I,), une

expression linéaireen Hetun o  (||HI), pour conclure.
—0um®

4. (a) Justifier que les résultats de la question 1 peuvent étre spécialisés & H — A™'H et en déduire le
résultat demande.

(b) e PourHe %A (Oﬂn(R), ) , la matrice (I, + A"* H) est inversible d’aprés le question 4.(a).

1
Ja=1]
o Endéduire que la matrice

*)  A+H=A(,+A'H)
est également inversible.
o Alaide de () et de la question 4.(a), développer f(A+ H) pour obtenir

f(A+ H) = f(A) + expression linéaire en H + resteen H

o Démontrer, avec le plus grand soin, en s'aidant notamment de la question 2 dont le résultat
peut étre spécialisés a H — A"V H, que

resteen H= o (|H|).

H=0_4,®
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]

1. Pour tout n € N, pour tout a €]0, 1|, étudier les variations de la fonction f, sur [—a, al pour déterminer
son sup (qui est un max) sur ce segment.

2. Pour tout n € N, étudier les variations de la fonction f, sur]—1,1[ pour déterminer son sup sur cet
intervalle.

3. Critere spécial des séries alternées : convergence et majoration du reste en valeur absolue.
. PR . . —nx? . .
4. Six € R est fixé, étudier la suite numérique (e~ ) ,en, en distinguant plusieurs cas.

5. Pour tout n € N, étudier les variations de la fonction f; sur]0,+oo[ pour déterminer son sup sur cet
intervalle.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]

P 0
o Etude de la dérivée partielle %
Soit y € R fixé. Lapplication
G x= flx,y) =sin(x® - y?)
est la composée d’'une fonction polynomiale par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f par
rapport a x existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

Q:Rz

i —-R; (x,y)—2x cos(x2 — yz)

est continue surR?.

of

o Ftude dela dérivée partielle 3
y
Soit x € R fixé. Lapplication
f(x,): y— f(x,y) =sin(x* - y?)
est la composée d’'une fonction polynomiale par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f par
rapport a y existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

g:RZ

3y —R; (x,y) — —2y cos(x* — y°)

est continue surR2.

e Conclusion.
D'apres le critere €, la fonction f est de classe €' sur R?, donc différentiable sur R? et pour tout (x,y) €
R? sa matrice Jacobienne en (x, y) est

(2x cos(x? —y?) -2y cos(x? - 7))
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]
SoitheE.

fla+h)

{u(a+h),a+nh)
{(u(a) +u(h), a+h) [u estlinéaire]
Su(a), a)/+5 uh),a)+<{ula, hz+(u(h), h) [bilinéarité du produitscalaire]

fla) linéaireen h

Si l'on prouve
(%) (uth), h)= o (lhl)
h—0g

alors nous aurons le DL1 de f en a suivant

fla+h) = f(a)+{ulh), a)+(ula), hz+h30 (Al

linéaireen h

et nous pourrons conclure a la différentiabilité de f en a et affirmer que df (a) est donnée par

E — R

af@ |ty ay+ (u@), hy.

Démontrons (x). Lapplication u est un endomorphisme de E, qui est un espace vectoriel de dimension finie. Il
existe donc C > 0 tel que
(x*%)  VxeE, [u®l=Clx].

Soit h € E. D'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (x )
0<Kuh), k) <llut Ikl < ClRI>.

Par Théoreme d’encadrement
(u(h), hy=_o (lhl)
h—0g
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]

1. SoitH € ‘%(O.ﬂn(R)r 1).

* Au moyen d’'un raisonnement par récurrence et de la propriété d’homogénéité de la norme |-|, on
démontre que
VY peN, 0<|(-DPHP|=<IHI".

D’apres le cours sur les séries gé¢ométriques, comme | H|| < 1, la série Z | H|IP converge.
p =0
Par théoreme de domination sur les séries a termes réels positifs, la série numérique ) ||(-1)” H? ||
p =0
converge, i.e. la série matricielle Z (—1)P HP est absolument convergente.
Comme M, (R) est un espace v:;(())riel de dimension finie, on en déduit que la série matricielle
Y (=1)? HP converge dans M, (R).
p =0

e PourtoutqeN
q
x) Ip+H)x| Y DPHP|=1,+ (=19 ga+l [somme télescopique)]
p =0

e Pourtoutq €N
0= [0 HIY| < 1 HITH .

Comme |H| <1, |H||9* (-7 I ——0, i.e;

q—+o0

0. Par Théoreme d’encadrement,

g—+o0

(k%) (DITTHIY —— 0w .

g—+o0

e Lapplication
MR —  Mu(R)
M  — (I,+HDM

est linéaire. Comme M, (R) est un espace vectoriel de dimension finie, l'application u est continue
et donc

q q +00 100
(%% %) (In+H)x( Y (-1 HP) = u( Y (-DP HP) v u( > (—l)pH”) = (In+H)><( > (=DPHP

p=0 p =0 p=0 p=0

* De (%), (%) et (x % %), nous déduisons, en faisant tendre q vers +oo, que

+00
(I, + H) x ( > (—1)PHP) =1,.

p=0

+0o0
La matrice I, + H est donc inversible, d’inverse Z (-1)P HP.

p =0

2. Soit H € B0 4,w),1). Soit q € Nxo. D'apres l'inégalité triangulaire, 'homogénéité de la norme ||| et le
fait que la norme ||-|| est une norme d’algebre unitaire

q
> (=DPHP
p=2

(%)

q
<Y IHIP.
p=2
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Comme la série matricielle Z (=1)P HP converge et que la norme ||| est continue (elle est 1-lipschtizienne)

p =0
Z (-)PHP|| —— —-1)PHP
p=2
D’apres les résultats sur les séries ggométriques
1 I H |12
Y IHIP -1-lHll = .
p=2 g—+oo 1— | Hl 1-[H]
En faisant tendre q vers +oo dans (%), il vient donc
+00 H 2
0< Z (- 1)!’ HP & .
p=2 ~1-HI
+00
Par Théoreme d'encadrement, Y (-1)"H"= o  (IHID.
p=2 H=0.,®

3. Soit H € $(0_4,®),1). D'apres la question 1, I,,+ H € GL,(R).

f(In+H) = (In+H)_l

+00
= Y (-DPHP |[question 1]
p=0

= I,-H+Y}%(-1PHP

= I, + (-H) + o (IHI) [question?2]
~—~ ~—— —0u,®)
f,) linéaireen H

Nous avons établi un DL1 de f en I,,. Nous pouvons conclure a la différentiabilité de f en I, et affirmer
que df (I,) est donnée par

M[R) — MR

df (L) ‘ = A

4. (a) SoitHe B (Oﬂn(u@), ) Comme ||-|| est une norme d’algebre unitaire

1
A7

|A7 H| < ||A7Y| 1HI <1.
_—

>0 <1/||A7Y

On peut donc appliquer les résultats de la question 1 a H — A" H.

La série matricielle Y (—1)P (A" H)P converge et
p =0

+00

In+ A" H) x ( G (A‘IH)P) =1Ip.
p =0

Ainsi

+00
I+ ATTH) =Y (—DP (AT )P
p =0
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1
(b) Soit H € 9B (Oﬂn(u@), A—‘ln) D'apres la question 4.(a), la matrice (I, + A"' H) est inversible. Donc

la matrice
A(l,+A 'H)=A+H

est également inversible (GL, (R) est stable par produit).

On calcule

f(A+H) (A+ H)™!

(AU, + A H)™

(I,+ A 1TH)1 A1

+00
= Z(—l)’”(A'lH)”) A™' [question 4.(a)]
p =0

A—l

+00
= |I,-AT'"H+ Y (-DP (A )P
p =2

AL,

+00
-1 71 -1 _1\Pra-l1 p
At+(-ATHA )+(pZ:2( NP (A H)

fA linéaire en H

Le résultat sera donc établi si I'on prouve

+00
(%) ( 2 (—1)”(A‘1H)”) A= o (IHI).

p =2 0itnm
Au cours de la question 2, nous avons établi

IH|*
1-|HI

+00
Z (-1)P HP
p=2

0=

=<

pour toute matrice H de norme strictement inférieure & 1. Comme ici A~'H & une norme stricte-
ment inférieure a 1 (cf. question 4.(a)), on peut spécialiser cette inégalité a H — A~ H pour obtenir

+ AL H|P AP
0<|Y Pt < ” _1” < ” J IH|? .
= 1-[|A7H| ~ 1- A H]|
Nous en déduisons
(f | a7t =) Y Py a7 Ll -
(5 %) 0< DA H)F|A < D (A" H) A ||ls—— |H|I.
p =2 p =2 1 - ||A_1H||
Lapplication
Mu[R) —  Mp(R)
Hat M — AlM

est linéaire et /4, (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie. Donc |4 4,1 est continue et

AT H = pyo () tat (0.,®) = 0., )

H=0./,m

Version du 23 mars 2022 [07h33] 11 David Blottiére



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

Le.
kxx) ||ATH]|

Or -

H—=0_4,m

De (x%), (% x %) et du Théoréme d’encadrement, nous déduisons

+00
Y -DPATTHP| AT = o (IHD)

p =2 H=0un®

ce qui acheve la démonstration. Soit
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Vrai.

e Soit n € N et soit a €]0,1[. A laide d’'une étude des variations de la fonction f,, sur[—a,al, on dé-
montre que

”f””oo,[—a,a] = an :

converge. Donc

o Grdce aux résultats sur les séries géométriques, on sait que la série Z || fn ||oo aal
n=0 o

la série de fonctions Z fn est normalement convergente sur [—a, al.
n=0

e On en déduit que la série de fonctions Z fn est normalement convergente sur tout segment de

n=0
1-1,11[.

2. o Faux.

o Soit n € N. A l'aide d'une étude des variations de la fonction f,, sur]—1,1[, on démontre que
”fn ”oo,]—l,l[ =1.
o Lasérie ) | ful| o, 1.1 €5t grossierement divergente.
n=0

e Onen déduit que la série de fonctions Z [fn West pas normalement convergente sur] —1,1].

n=0
3. e Vrai.
1\ 1
e Soit x € [0,1]. La série numérique Z ——— vérifie les hypotheses du critere spécial des séries
n=1 n
alternées.

(_l)nxn (_1)n+1 xn+l
X

n n+1

<0.

. Pour toutn e N*,

. Pour tout n € N*,

n+1 n n+l

’(_l)nxn
n

’(_1)n+1xn+1 " 1 X x"
- =x (—— ): nl-x)+1)=0.
nn+1)

} (-1 x" ..
Donc la suite | | ———— est décroissante.
n neN*
(_ 1) n xn xn
| = 0.
n n n—+oo

Elle est donc convergente.

o La série de fonctions Z fn est donc simplement convergente sur [0, 1].

n=1
e D'apres l'inégalité donnée par le critére spécial des séries alternées, pour tout x € [0,1], pour tout

NeN*

+00 —1)" x" -1 N+1xN+1

> =D < ' =D < [indépendant de x| .

N+l D N+1 N+1
Par passage au sup sur x € [0,1], il vient
+00 1
0= = .
n:;\/:+1 fn N+1
00,[0,1]
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Par Théoreme d’'encadrement

> 0

n=N+1

N—+o00
00,[0,1]

et donc la série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur [0, 1].
n=1

4. e Vrai.
o Endistinguant les cas x = 0 et x € R*, on démontre que pour un réel x fixé

o 1 six=0
n—+oo | 0 Six#0.

e La suite de fonctions (fr) nen converge donc simplement sur R vers la fonction

1 six=0
f'R*R’xH{ 0 six#0.

5. o Faux.

« Dapres la question précédente, la suite de fonctions (f;) nen converge simplement vers la fonction
nulle sur]0, +ool.

o Soit n € N. A l'aide d'une étude des variations de f, sur]0,+oo|, on démontre que

||fn_0||oo,]0,+oo[:: Sup |fn(x)|:1'

x€]0,+o00]

e Donc la suite (||fn ~0| 010 +oo[) ne converge pas vers 0. Ainsi la suite de fonctions (f,), .. ne

neN
converge pas uniformément sur]0, +ool.
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