Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

TD4 - calcul différentiel et révisions

Exercice 1 X% %vs. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Calcul de matrices Jacobiennes.
Enoncé. On munitR? de la norme ||-| définie par

V(x,y) eR? x| =max(xl,|y])

et on note (ey, e2) sa base canonique. On considere les fonctions f et g définies par
f:R2—>R;(x,y)-—>sin(x—y) et g:RzﬁRz;(x,y)H(x+y,x—y).
Soit (a, b) € R2.
1. Démontrer que f est différentiable en (a, b) et donner sa matrice Jacobienne en (a, b).
2. Justifier que g est différentiable en (a, b) et donner sa matrice Jacobienne en (a, b).
Exercice 2 X % %% . [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle du déterminant en I,,.

Enoncé. Soit n =2 un nombre entier.
On munit 4, (R) de la norme ||-|| définie par

VMe M,®), [M]:= max |[M];].

1<i,j<n
Soit l'application
f MR — MR
A — Det(A4) .
1. SoitH = (hirj)lsi,an € M, R).

(a) Soito une bijection de l'ensemble |1, n]| dans lui-méme, i.e. 0 € S,,. On suppose que g # idpy, ). On
note
Fix(0):={i€[1,n] : 0(i) =i}

I'ensemble des points fixes de o .
i. Justifier que c := Card(Fix(0)) < n—2.
ii. Démontrer .
H U+ Hljgu = il (1 H1D .

l:l - -/ﬂn(K)

(b) Démontrer que pour tout k € 1, n]

k k
[TQ+hi)=1+> hii+ o (IHI.
i=1 ' H=0

i=1 =04, )

2. Démontrer
f(In+H)=1+Tr(H)+H o (IHI

=04,

3. Que peut-on déduire du résultat de la question 2, pour U'application f ?
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Exercice 3 X %voww. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Lensemble des matrices diagonalisables de .#,(C) est dense dans .4, (C).
Enoncé. Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 2. On note

2,,(C):={M € M, (C) : M est diagonalisable sur C} .
On souhaite démontrer que @;1 (C) est dense dans 4, (C).
1. Soit T une matrice de triangulaire supérieure de 4, (C).

(a) Supposons que les coefficients diagonaux de T, sont tous égaux. Pour tout p € N*, posons

< |-

Ty:=T+Dp, oitD):= 2p

np

Démontrer (T, P)p est une suite de matrices de 2,,(C), qui converge vers T .

eN*
(b) Supposons que les coefficients diagonaux de T, notés[T11,1,[T12,2,..., [T, n, nesont pas tous égaux.
On pose

A={G, pelL,n]?: (T 1T} # .

et

a:= inf |[T);;—(T]j | >0.
(i,j)EA

Pour tout p € N*, posons

a
— 0
P
Tp:=T+Dp, ot Dp:= 2p
a
0 —
np
Démontrer (T)) pene €St une suite de matrices de 2,,(0), qui converge vers T.

N.B. On a démontré que la matrice T est, dans tous les cas, limite d'une suite de matrices de @;1 ©).

2. Soit P € GL,(C). Démontrer que l'application

M, C) —  M,(©O)
M — PMP!

est continue.

3. Démontrer que 2,,(C) est dense dans 4y, (C).
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Exercice 4 % voww. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Vrai ou Faux sur les familles sommables.

Enoncé. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », citer un résultat du Chapitre 12 « Familles sommables » pour justifier.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d’'un contre-exemple.

1. L'ensemble des nombres entiers premiers est dénombrable.

(_1)n+1
2. La famille —) est sommable et on peut calculer explicitement sa somme.
n neN*

)
27 ) (n,myeN?

3. La famille est sommable et on peut calculer explicitement sa somme.

1

4. Lafamille 2—n) est sommable et on peut calculer explicitement sa somme.
nez

n
5. Sirel-1,1, lasérie ) r" )"

———— est convergente on peut calculer explicitement sa somme.
n=0 =0T (k+1)

Version du 23 mars 2022 [07h30] 3 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR LEXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e . Pourh=(hy, hy) € R?, développer f ((a, b)+(hy, hy)), en utilisant des formules de trigonométrie
et des DL usuels.

. Dans le développement, faire apparaitre f(a, b), une expression linéaire en (hy, hy) et un reste.

. Démontrer, avec le plus grand soin, que le reste est un - 0 (IR, B D).
(hy,h2) —(0,0)

Par définition, la matrice Jacobienne de f en (a, b) est

of of

—(a,b) —
ax(“ ) oy

(a,b)|=(df(a,b)-e; df(a,b)-e;)=...

AV
.

Observer que g posséde une propriété algébrique remarquable.

Par définition, la matrice Jacobienne de g en (a, b) est

Mate, ¢,)(dg(a, b)) =...
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]

1. (@ i

Raisonner par U'absurde.

Que dire d’'une permutation de [ 1, n] qui posséde au moins (n— 1) points fixes?

Scinder le produit en deux, un premier suivant les i dans Fix(o) et un second pour les i
dans le complémentaire.

ii.

En utilisant l'inégalité triangulaire et le fait que la norme sur 4,(R) est la norme sup,
démontrer

Un+ Hlioa
1

<@ +IHD® 1HI"C

n

1

ot ¢ := Card(Fix(0)).
(b) e Raisonner par récurrence finie sur k € [1, n.

o Utiliser l'inégalité triangulaire et le fait que la norme sur ., (R) est la norme sup.

2. * Considérer H € 45 (R) et écrivez f (I,,+ H) = Det (I, + H) comme une somme indexée parleso € S,.
* Scinder la somme en deux parties, en isolant le terme pour o =.

» Appliquer les résultats des questions 1.(a).ii et 1.(b).

3. N'aurait-on pas établi a la question 2 un DL1 pour la fonction f en I, ?
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]

Quelles sont les valeurs propres de Ty, ?

Que dire d’'une matrice de 4, (C) qui possede n valeurs propres deux-a-deux distinctes?

Une suite de matrices converge vers une matrice donnée si et seulement s’il y a convergence
coefficient par coefficient.

1. (a)

Démontrer tout d’abord, avec le plus grand soin, que les valeurs propres de T, sont deux-a-
deux distinctes.
o Adapter les arguments donnés pour répondre a la question 1 a la situation nouvelle.

(b)

A
°

Observer une propriété algébrique remarquable de U'application o.

Quelle est la dimension de la source et du but de o ?

@
.

Quelle propriété de réduction remarquable possede une matrice de 4(,,(C) ?

Assembler, avec le plus grand soin, les résultats précédents pour conclure.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]

~

. Quedire d’'une partie infinie deN ?

2. e Une famille de nombres complexes (a;);c; est sommable si, par définition, la famille (|a;|);c; de
réels positifs ou nuls est sommable.

e Que sait-on sur la sommabilité d’'une famille de réels positifs ou nuls indexée par N ?

3. Théoreme de Fubini.

4. e Quedire d’'une sous-famille d'une famille sommable ?

e Que sait-on sur la sommabilité d'une famille de réels positifs ou nuls indexée par N ?

5. Théoreme sur le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]

e Soit (hy, hy) € R2.

f((a,b)+(hy,hy)) = f(a+hy, b+ hy)
= sin(a—b+ hy — hy)
= sin(a— b) cos(hy; — hy) + cos(a— b) sin(h; — hy)

Quand (hy, hy) tend vers (0,0), hy tend vers0 et hy tend vers 0. Ainsi quand (hy, hy) tend vers (0,0),
hy — hy tend vers 0. D'apres les DL1 de cos et sin en 0

cos(hy —hy) =1+ (h; — hy) €1(hy —hy) et sin(hy — hy) = (hy — hy) + (hy — hy) €2(hy — hy)

ol

€1(h)—h)) —— 0 et &3(h)—hy)
(h1,h2)—(0,0) (h1,h2)—(0,0)

Ainsi

f(a,b)+ (hy, hy))

sin(a—b)(1+ (hy — hy) €1(h; — hy)) +cos(a— b)((hy — hy) + (h; — h) €2(hy — hy))

= sin(a— bl+gos(a -b)(hy— h2),

f(;lryb) linéaire;;l (h1, ho)
+ (= hy) (sin(a—b)e1(hy — hy) + cos(a— b)ez(hy — hy))
r(hy,hy)

On observe
0<|r(hy, hp)l =2 |[(hy, h) |l (le1(h1 — h)| +|€2(h1 — ho)l)

et donc par Théoreme d'encadrement

r(hy, hy) = 0 (I Chy, B2 .
(h1,h2)—(0,0)

Ainsi
fla,b)+(, ) =sint@—b) +cosl@a—b) —ha)+ o (IChs, k).

(h1,h2)—(0,

f(a,b) linéaire en (hy, hy)

Comme nous avons obtenu un DLI de f en (a, b), Uapplication f est différentiable en (a, b) et de plus la
différentielle de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL, i.e.

— R

R2
df(a,b) ‘(hbhz) — cos(a—Db)(hy —hy).

e Par définition, la matrice Jacobienne de f en (a, b) est

of of

a(a, b) a

(a,b)):(df(a,b)-el df(a,b)-e;) = (cos(a—b) —cos(a—Db))

2. e Lapplication g est linéaire. Elle est donc différentiable sur R? et sa différentielle en (a, b) (et en tout
point deR?) est égale a g. Donc
dg(a,b)=g.

o Par définition, la matrice Jacobienne de g en (a, b) est

1 1
Matie, e,)( dg(a,b)) = Matie, e,)(8) = (1 _1) :
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]

1. (a) i. Raisonnons par l'absurde et supposons que o possede au moins (n — 1) points fixes. Comme o
n'est pas l'identité, o ne peut avoir n points fixes. Donc o possede (n — 1) points fixes.
Soit i le point de 1, n] tel que o (i) # i. Comme (i) # i, (i) est un point fixe de o et donc
o(o(i)) = o(i). Comme o est injective, 0 (i) = i. Contradiction.
Ainsi ¢ := Card(Fix(0)) < n—2.
ii. Oncalcule

n
[TUn+Hliowy = | 1 [In+H]l-,am) ( [ [In+H]i,am)
i=1 i€ Fix(o) i€[1,n]\Fix(0)
= [T a+ hi,i)) ( I1 hi,a(i))
i€ Fix(o) i€[1,n]\Fix(o)
On en déduit
n
0 < |[[Un+Hliow

i=1
S 0 LR )

ieFix(o) i€[1,n]\Fix(o)
< I1 (1+|hl~,i|))( I1 |hl-,g(l-)|) [inégalité triangulaire]

ieFix(0) i€[1,n]\Fix(o)
< I1 (1+||H||)) ( I1 ||H||) [I-| est la norme sup)

ieFix(0) ie[1,n]\Fix(0)
< A+|HINDC NIHN™C [c:= Card(Fix(0))] .

Donc
n
[T+ Hli o
i=1 —c—1
<(@+IHD IHI" .
I HIl

D’apres la question 1, c< n—-2 etdoncn—c—12= 1. Aussi a-t-on

A+ I HIDE |H|" e OR -

—0u®
Par Theoreme d’encadrement, il vient donc

n
[TUn+Hligw) = y :1HE

i=1 =04,

(b) On démontre le résultat par récurrence finie sur k € |1, n].

e Initialisationa k =1. . X
[Ta+hi)=1+hi1=1+) h;;.
i=1 i=1

Le résultat est donc observé pour k = 1.

Version du 23 mars 2022 [07h30] 9 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @@@@ MP2122
o Hérédité. Soit k € [1,n—1] tel que
k k
[Ta+hi)=1+Y hii+ o (HI.
i=1 i=1 ~0utnwo
On calcule
k+1 k
[Ta+hi) = A+~ [[JA+Ri0)
i=1 i=1
k
= (I1+hgs1,k+1) 1+Zhi,i+ o (IHI
i=1 H—=0_4,00
k k
= 1+ N1+ Rii+ B O Rii+ L+ hges) . o (LHID
P} -1 H=0.s,,06)
k+1 k
= 1+ hii+ ) hiihia e+ Q+heee) . o (LHID
i=1 i=1 H—=0.4,1)
rJJ)
Il reste a démontrer r(H) = o (IHID.
=0,
k
lrml = > |hii| [Akrn ke | + Q4 [ Reen ke ]) 0 (||H||)' [inégalité triangulaire]
i=1 H—=0_4,)
k
< IHI? + (1 + [IHII) ‘ 0 (IIHII)‘ [I-I est la norme sup)
in1 H—0_4, 00
= kIHI*+ 1+ |HI) ' 0 (||H||)'
H=0.4,1)
Donc
()| _}00 (1 H1D
0<-—— <kIH[+1+ [H|) | — X
I Hl (Il H)
Par Théoréme d'encadrement, on en déduit r(H) = 0 (HI).
—YVln )
2. Soit He 4, (R).
fU,+H) = Det(I,+H)
n
= Y &) [[Un+ Hliou
oeG, i=1
n n
= [ln+Hijay g0+ 2 €@ []Un+Hliow
i=1 UEGn\{id[[lyn]]} i=1
n
= [Ja+hid+ o (HI) [Question 1.(a).ii]
i=1 H—=0,4,1)
n
= 1+) hij+ o (I1HI) [Question1.(b)]
i=1 H—0.4,06)
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Nous avons donc établi
fU,+H)=1+Tr(H)+ o HID

=04,

3. D'apres la question 2, si H € 4,,(R)

fU,+H)=Det(l,) + Tr(H) + 0 (I HID
—— N~—— =04, 06
Jien) linéaire en H

Comme nous avons obtenu un DLI1 de [ en I, l'application f est différentiable en I, et de plus la diffé-
rentielle de f en I,, est donnée par la composante linéaire de ce DL1, i.e.

afl,) ="Tr.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]

1. (a) Les coefficients diagonaux de T sont tous égaux. Notons A € C leur valeur commune. Soit p € N*.

A+

< |

1
np

Comme T), est une matrice triangulaire, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux. Ceux-ci
étant clairement deux-a-deux distincts, la matrice T, € L, (C) posséde n valeurs propres complexes
deux-a-deux distinctes. Elle est donc diagonalisable surC, i.e. T € 2!(0).

Comme la suite de matrices (D) pen+ converge coicient par coicient vers0_4, c), la suite de matrices
(D,) pen: Converge vers lamatrice0.4, (). Par opération sur les limites, la suite de matrices (Tp)

converge vers la matrice T +0_4,c)=T.
(b) Soit p e N*.

peN*

a
[T]1,1+E *

)

a
[Tz +—
p

a
0 [T]n,n+_
np

Comme T, est une matrice triangulaire, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux. Vérifions
que ces derniers sont deux-a-deux distincts.
Soit (i, j) € [1,n]? tels quei < j.

 Considérons le cas ot [T); ; = [T]; ;. Alors
a a a «a
[T]i,i+.——([T]j,j+.—)=.——.—7f0-
Lp Jp) tp Jp

a a
Donc[T];i+— #I[Tljj+—.
Lp lp

 Considéronslecasou[T);; # [T ;. Alors (i, j) € A et

a o«
’ [T]i,i_[T]j,j—(_—_)'

‘ [Tli,i+.i—([T11,j+i)'
ip

jp jp ip
> |[T]"—[T]-~|— a_a‘
- R VT

a a

=2 rduire

Jp ip
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1 1
= a|l-—+—
lp Jp
20
a
=z -
P

a L . a a
Comme — >0, nous en déduisons [T); ; + — #[T]j,j + —.
P Lp

La matrice T, € M, (C) possede n valeurs propres complexes deux-a-deux distinctes. Elle est donc
diagonalisable surC, i.e. T, € 2,,(C).

Comme la suite de matrices (D) pens converge coicient par coicient vers0_4, ), la suite de matrices
(Dp) pen- converge vers lamatrice0.4, ). Par opération sur les limites, la suite de matrices (T})
converge vers la matrice T+0_4,c)=T.

peN*

2. Démontrons que l'application o est linéaire. Comme ,,(C) est uneC-algebre, pour tout My, My € 4, (C)
et tout A,A, € C

oA My +A;My) =P M P! =P (A My +AaMp) P71 = 1P My P™1+ AP My P! = L10(M)) + A20 (Ms) .
Comme M, (C) est un C-espace vectoriel de dimension finie, o est continue.

3. Soit M € M, (C). Alors M est trigonalisable sur C. Donc il existe P € GL,(C) et T € #,,(C) une matrice
triangulaire supérieure telles que
M=PTP'=0(T)

avec les notations de la question 2.
D’apres les résultats de la question 1, il existe une suite (Tp)p o de matrices de 2,,(C) telle que

T, T

p—+o0

Par continuité de o
PT,P ' =0(T))

o(T)=M.

p—+oo

Comme pour tout p € N*, a(T)) est semblable a Ty, o(T)) est diagonalisable sur C. On a donc exhibé
une suite de matrices de 2,,(C) qui converge vers M.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Vrai.

o L'ensemble des nombres premiers est une partie infinie deN donc dénombrable [12.4]

2. o Faux.

- 1) n+l _ 1) n+1
e Par définition, la famille (—) est sommable si et seulement si la famille ( )
n neN* n neN*
est sommable [12.41].
-1 n+1 1
o La famille de réels positifs ( e ) est sommable si et seulement si la série Z — converge
n neN* n=1
[12.27].
_ 1) n+1
e Comme la série harmonique diverge (Critere de Riemann), la famille ( ) n'est pas som-
n neN*
mable.
3. e Vrai.

o On cherche a appliquer le Théoreme de Fubini.

5 . 11 . . N
. AneN fixé, la série Z on 7m est convergente (résultat sur les séries géométriques et linéarité)
m=0
et a pour somme

1 ““X":" 1 B 1 1 _7 1
2% g7 2n 1 oe2n
7
. La série
Z o1 1 B 71
n=0m=0 2mm nzO6 2"

est convergente (résultat sur les séries gégométriques et linéarité) et a pour somme

iﬁfl 1 71 7 1 7
_—— = = — ==X — = —,
an7m =6 =on 6 173

1
. D'apres le Théoreme de Fubini [12.62], la famille ( ) est sommable et
(n,m)eN?

2nm

\]

2 2'17"1:Z on7m = 3"

(n,m)eN?
4. o Faux.
1
e On raisonne par l'absurde et on suppose que la famille | — est sommable.
2n nez

o Une sous-famille de famille sommable est sommable [12.29]. Donc la famille
1 1
e = | — = 2”
(zn)—nel\l (Z_n)nel\l ( )nEN

o Comme cette derniere famille est indexée par N, la série Z 2" est convergente [12.27], ce qui n'est
n=0

est sommable.

pas vraie, puisqu’elle est grossierement divergente.
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5. e Vrai.
e On cherche a appliquer le Théoreme sur le produit de Cauchy de deux séries absolument conver-
gentes.
. Les séries Z r’ et Z 5 sont absolument convergentes (résultats sur les séries géomeé-

n=0 n>0
triques et sur les séries de Rzemann).

. D'apres le Théoreme sur le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes [12.68],

la série

n=0 k=0 n>0 k= Ork(k+l)2
est Conl/ergente et

+00 1 +00 " ”2
Z Z’rk(k+1)2 (Z(VHI)Z)(,@;or)_G(l—r)'

n=0 n=0
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