Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

TD2 - calcul différentiel et révisions

Exercice 1 %% 3yrys. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Continuité et Dérivée directionnelle.
Enoncé. Soit l'application f: R? — R définie par

x5

m si(x,y) #(0,0)

V(x,y) ER?, f(x,y) =
0 si(x,y) =(0,0)

1. Démontrer que la fonction f est continue en (0,0).

2. Démontrer que la fonction f admet une dérivée selon tout vecteur non nul h = (hy, hy) de R* au point
0,0).

Exercice 2 % yywye. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Dérivée partielle et fonction polynomiale.

n
Enoncé. SoitP:=)_ arX* e C[X], ouneN* etagy,ay,...,a, € C. Posons
k=0

RZ — C

) (x,y) — Px+iy)

Démontrer que f possede des dérivées partielles dans la base canonique de R*> au point (0,0) et les exprimer en
fonction des coefficients de P.

Exercice 3 ¥ % %3y, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Dérivée partielle et fonction développable en série entiere.

Enoncé. Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0, 0t (@) nen € cN, Soit
n=0

DO,R):={zeC : |z|<r} — C

S +00
z — Z a,z"
n=0
sa somme. Posons :
By, ((0,0), R) := { (X, ) ER? : /X212 < R} - C
! e
(x,¥) — Sx+iy):=) apx+iy"

n=0

Montrer que f posseéde des dérivées partielles dans la base canonique de R?> au point (0,0) et les exprimer en
fonction des coefficients a, (n € N) de la série entiére.
N.B. On justifiera soigneusement les échanges de symboles Z etlim, si on est amené a en considérer.
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Exercice 4 X %% <w. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Vrai ou Faux sur les espaces vectoriels normés I.

Enoncé. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », citer un résultat du Chapitre 10 « Espaces vectoriels normés» pour justifier.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d’'un contre-exemple.

1. Lapplication
R — Ry
x,y) — |x+y|

est une norme sur R2.

2. Sin =2 estun entier naturel non nul, alors

[x1]+ [x2] + ...+ x5l

.Iél

: (x1,%2,...,%,) €ER™\{(0,0,...,0)}

2 2 2
\/x1+x2+...+xn

3. Siune partie A deR? n'est pas fermée, alors elle est ouverte.

4. La partie

A-—{( )1 x€[0,1], y€[0,1]; —(x+2)2+(y+1)2}
Wy s xe L yeO 2=

n'est pas fermée dans R3,

5. Les deux normes Ny, et N; sur E :=€°([0,1],R) définies par, pour tout f € E

1
Noo(f) = max |f(x)| et Nl(f):f |fx0)] dx
x€[0,1] 0

sont équivalentes.

6. Si(E,N) est un espace vectoriel normé, la partie de E?
B={(x,y)€e E*: N(x) < N(y)}

est ouverte, si E* est muni de la norme infinie.

Version du 23 mars 2022 [07h26] 2 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR I’EXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

~
°

Il s’agit de prouver que

5

fx,y)= £(0,0) =0;.

212 4
Y=X07+ X pll=y/@ -0

Justifier que pour tout (x, y) € R\ {(0,0)}

(y—xz)2 +xt=at

et dominer f(x,y) par une quantité mettant en jeu || (x,y) | = v/x* + y2.

Théoreme d’encadrement.

f((0,0) + t(hy, hp)) — f(0,0)
. )

Y
°

Fixer h = (hy, hy) € R?\ {(0,0} et simplifier 'écriture de

f(0,0) + t(hy, hp)) - £(0,0)
r

Etudier la limite éventuelle de
deuxcas:hy, Z0ethy, =0.

lorsque t tends vers 0, en distinguant
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INDICATION (S) POUR ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

o Pour la premiere dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f(0,0) +1e) - f(0,00 _ f(£,0) =~ f(0,0) _ P(¥) — P(0)
r t t

lorsque t tend vers 0.
e Pour la deuxieme dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f(0,0) + tex) ~ f(0,0) _ f(0,0)~f(0,0) _ P(it) - P(0)
A t t

lorsque t tend vers 0.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

Pour la premiere dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f(0,0) +1te) - (0,00 _ f(£,0) - f(0,0) _ S(¥) — S(0)
t r r

lorsque t tend vers 0.

- On pourra sappuyer sur le cours qui assure que la restriction de la fonction S|)—pg gr[ est de classe €
sur]—R, R| et que l'on dispose de formules pour ses dérivées itérées.

. - Pour la deuxieme dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f((0,0) +1e) — (0,00 _ f(0,5) - f(0,0) _ S(Et) ~S(0)
r A r

lorsque t tend vers 0.

- On pourra s'appuyer sur la continuité d’'une somme de série entiere auxiliaire, en déterminant avec
soin son rayon de convergence.
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INDICATION(S) POUR LEXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]

1. Quid de la propriété de séparation ?

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz pour l'espace euclidien R" muni de son produit scalaire usuel.
3. Considérer une partie de R* définie a l'aide d’une inégalité stricte et d’une inégalité large.

4. La partie A vérifie-t-elle la caractérisation séquentielle des fermés?

5. Consideérer les fonctions "arcs" définies par, pour tout n € N

[0,1] — R
x = x".

In

Quid de la convergence de la suite (f,,) nens pour la norme Ny 2 Et pour la norme Ny ?

6. . Caractérisation séquentielle des fermés.

Une suite converge dans Uespace produit E* si et seulement si elle converge composante par com-
posante.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]

1. On souhaite démontrer que

5

flx,y) = £(0,0) =0;.

2)2 4
Y =X97+ X% pll=v/ -0

Soit (x,y) € R?\ {(0,0)}. Comme (y — x*)? 20, (y — x*)*> + x* = x*. Donc

x° |x| x* |x| x*
0< ) | = = < =|xls\/x2+y?=|(x,»] .
ey (y-x2+xt] (y-x2+xt - Xt =yt 2= oy
Ainsi, par Théoreme d’encadrement, f(x, y) ol f(0,0).
(x| —0

2. Soit h = (hy, hy) € R?\ {(0,0}. Donc au moins l'un des nombres hy, hy est non nul.

Soit t € R*.
f((0,0) + t(hy, h2)) — £(0,0) _ f(thy, thy)
t t
! ° h3
ot (thy—-2hD)2+ 4Rl

41,5
t* B
2 hi—213hi hy +2t* by

21,5
12 h
h5—2thi hy +2t> h}

On distingue alors deux cas.

e Casou hy #0.
Si hy #0, alors
f(O,0) + t(hy, ) - f(0,0)  £2h3
t t —0 h% t—0

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hy, hy) et
Dy, f(0,0)=0.

e Casou hy =0.
Supposons hy = 0. Alors comme h # (0,0), h; #0.

f0,0)+ t(hi, hp)) - £(0,0) _ 2h) Iy h

t T22Kt 2 -0 2

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hy, hy) et

n
Dj,f(0,0) = 71 .
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UN CORRIGE DE EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

o Premiere dérivée partielle.
Soit t € R*.

0,0) + te;) — f(0,0 £,0 - f(0,00 P@®H-PO 1[& 1 -
(0,0 jl) f0,0 _ f( )tf( ) _ ()t ()=;(Z kt’“—ao):zakt“

Nous en déduisons
f((0,0) + te;) — £(0,0) n-l
= Z k+1t —day.
t k=0 —0

Donc la fonction f admet une dérivée partielle premiere en (0,0) dont la valeur est donnée par

ﬁ(0 0)=
e Deuxiéme dérivée partielle.
Soit t € R*.
0,0) + te2) — (0,0 0,8)—f(0,0 P(it)—P(0 1[& ) L ke
f((0,0) jz) I ):f( )tf( ): (l)t ():;(Z (zt)k—ao):Zaklktkl
k=1

Nous en déduisons
f(0,0) +tep) - f(0,0) "=t 4
r = Z af+11

tk—> api.
—0

Donc la fonction f admet une dérivée partielle seconde en (0,0) dont la valeur est donnée par

g(o O)=ayi.
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UN CORRIGE DE EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

o Premiere dérivée partielle.
- SoitteR*.

f(0,0) +1te) - (0,00 _ f(£,0) =~ f(0,0) _ S(®) —S(0)
t r r

- D'apres le cours, nous savons que la fonction

I-R,R[ — C

S||-R.RI +ZOO n
o t — ant
n=0

est de classe € sur]— R, R[ et que ses dérivées itérées s'obtiennent en dérivant terme-a-terme.
La fonction S)1-p,g[ est en particulier dérivable sur] — R, R| et, pour tout t €] — R, R|[

+o00o
(Sy-rr) () =Y na,t"".
n=1

- Ainsi
f((0,0) + te1) — £(0,0) _ S(1)—S(0)

r t t—0
Donc la fonction f admet une dérivée partielle premiére en (0,0) dont la valeur est donnée par

0
é(0,0) =Aa .

(Sl]—R,R[),(O) =a.

e Deuxiéme dérivée partielle.

- Soitt e R*.
f((0,0) + tex) — (0,00  f(0,1)— f(0,0)
t t
S -S(0)
B t
1 +00 k
= 7 Y apin® —ag
k=0
+00
— Z akiktk_l
k=1
& k+1 .k
= Z ak+]_l * t
k=0
- Onobserve que, pour toutr € Ry, la suite (a, ") ,en est bornée si et seulement si la suite (an+1 i"“r”)ne,\I
est bornée, puisque i est de module 1. Donc le rayon de la série entiere Z Ans1i"12" est le méme

n=0
que celui de la série entiere ) a,z". Il vaut donc R.
n=0
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- D'apres le cours, la fonction
DO,R) — C
+00
z — Z Qi1 ik+1zk
k=0
est bien définie et continue sur D(0, R). En particulier

+00
N ap i =T —TO) = ari.
k=0 r—0

- Nous en déduisons

0,0) +te) — f(0,0) X
[0 +1e) = OO0 _§¥  keik g
r k=0 t—0

Donc la fonction [ admet une dérivée partielle seconde en (0,0) dont la valeur est donnée par

0
—f(0,0) = ali.
dy
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Faux.

Le vecteur (1,—1) est non nul mais N(1,—1) = 0. Lapplication N ne vérifie donc pas la propriété de
séparation.
2. e Vrai.

Soit (x1, Xo,...,x,) € R™\ {(0,0,...,0)}.
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour l'espace euclidien R" muni de son produit scalaire

usuel
X1+ 1x2l +...+|xpl = ((xal,lx2l,..., 1xs]), (1, 1,...,1))
< \/xf+x2 +xn\/12 12+...+12
= \/xf+x2 R RVALP
Ainsi

x|+ |22 +... + | Xl
2,2 2
\/x1+x2+...+xn

Donc v/n est un majorant de l'ensemble

<vn.

X1+ [Xo|+...+|X
() 1= { L+ 12l Xl s, 1) €RPA (0,0, 0))

2 2 2
\/x1+x2+...+xn

X1+ | X2 +...+|X
Si(|x1|,ngl,...,lxnl):(1,1,...,1),6llors| il %] = v/n. Le majorant \/n de (x) est éga-

2 2 2
X3+ X5+ .+ Xy

lement élément de (x). Aussi \/n est-il le maximum de l'ensemble (x) et a fortiori sa borne supé-
rieure.

3. o Faux.
o Considérons la partie
T:= {(x,y)e[R{2 :0<x<1}.

Elle n'est pas fermée car la suite ((l, 0)) d’éléments de T, converge vers (0,0) dansR?, avec (0,0) ¢
T. Cf. caractérisation séquentielle des fenrznllés.

Elle n'est pas ouverte non plus, car la suite ((1 + l, 0)) d’éléments de R2\ T, converge vers (1,0)
dansR?, avec (1,0) ¢ R*\ T. Cf. caractérisation séquent’;:llle des fermés.

4. e Faux.

o Soient ((xn, Vo zn))ne,\I une suite d’éléments de A, qui converge vers (x, ), z) € R3. On a donc

Xp——— X oo Zn———— 2.
n—+oo y n—+oo y n—+oo

Soit n e N. Comme (X, Yn,2n) € A

(xn+2) +(yn+1)2
xn+yn+1
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Par passage a la limite dans des inégalités larges et opérations sur les suites convergentes, il vient

(x+2)2+(y+1)?
Z= .
x2+y?+1

Donc (x,y,2) € A.
La partie A deR® est donc fermée. Cf. caractérisation séquentielle des fermés.

5. o Faux.

o Pour tout n € N*, on consideére la fonction f, de E définie par

A1 — R
I ‘ [Ox] —  x".
On observe .
Nl(fn)=]; x"dx = s R
Donc f, nivioo Of.

Mais la suite (fn)neN* ne converge pas vers O pour la norme Ny En effet
Noo(fn_OE) = Noo(fn) =1 m 0.

On a exhibé une suite de fonctions de E qui converge vers O pour la norme N, mais pas pour la
norme Ny. Les deux normes Ny, et Ny ne sont donc pas équivalentes.

6. o Vrai.

e Démontrons que
E*\B={(x,y) € E* : N(x) = N(y)}

est fermée a l'aide de la caractérisation séquentielle des fermés.
Soit ((xy, yn))ne,\I une suite d’éléments de E* \ B qui converge vers (x, y) € E?, i.e. telle que

N N
et Yn

n—+oo n—+oo

Xn

V.
La norme sur E est 1-lipschitzienne (deuxieme inégalité triangulaire), donc continue sur E. Ainsi
NG —2— N et N(yn) —— N(y)
o Yn n—+00 V.
Comme pour tout n €N, (x,, y,) € E*\ B
N(xp) = N(yn) .
Donc, par passage a la limite dans une inégalité large
N(x) =N(y)

etainsi(x,y) € E?\B.
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