Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

TD1 - calcul différentiel et révisions

Exercice 1 X% %5<w. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Réduction d’'une matrice symétrique de .4+ (R) avec un bloc de format n x n de zéros.
Enoncé. Soit n =2 un nombre entier. Soit (ai, ..., a,) € R" un n-uplet de réels non tous nuls et posons :

0 @ ... ay
ay 0o ... 0

A= : : : € My (R).
a, 0 ... 0

1. Montrer que A est diagonalisable sur R.
2. Quelestlerangde A?

3. En déduire que 0 est valeur propre de A et que A posséde deux autres valeurs propres réelles non nulles,
opposées l'une de l'autre.

4. Calculer A%, en déduire le spectre de A, ainsi que son polynéme caractéristique.

Exercice 2 ¥ % %3y, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. GL,,(R) est un ouvert de .4, (R).
Enoncé. Soitn =2 un nombre entier.

On considere la norme
'/%n (R) - IR+

I M mm (ZI[Mli,fl)
sur M, ([R).
1. (a) Calculer | I, et démontrer
V(A B) e Mn(R) x M,(R), [Ax Bl <I[AlxIBI .

(b) Soit H une matrice de 4, (R) telle que |H| < 1.

i. Justifier que la série Z HP converge dans 4, (R).
p=0

+00
ii. Calculer (I,,— H) x ( Hp). Qu'en déduire?

p=0
(c) Soit Ae GL,(R). Déduire de 1.(b) l'inclusion

1 1
M e Mp® : |M— Al < —— }::%(A,—_)CGL,,(R).
{ la=] |4~

Quelle propriété topologique de GL,(R) a-t-on ainsi établi?

2. (a) Démontrer que l'application
M(R) — R
Det ‘ M — Det(M)

est continue.

(b) En déduire une nouvelle démonstration de la propriété topologique de GL,(R) obtenue en 1.(c).
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Exercice 3 % vvryc. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Continuité d'une fonction de deux variables.
Enoncé. On considére deux fonctions

R> - R RZ2 - R
0 si(x,y)=0 0 si(x,y)=0
f 2.2 8 ’
(x,y) — X7y . (x,) — Xy .
e si(x,y) #0. 21y si(x,y) #0.

Démontrer que la fonction f est continue en (0,0) et que la fonction g est discontinue en (0,0).

Exercice 4 % vvrve. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Vrai ou Faux sur la convexité.

Enoncé. Répondre par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », citer un résultat du Chapitre 9 « Convexité» pour justifier.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d’'un contre-exemple.

1. Larédaction
« Commeln est concave, In(x) < x—1, pour tout x > 0. »

est-elle satisfaisante ?
2. La réunion de deux parties convexes deR? est une partie convexe de R?.
3. Lintersection de deux parties convexes de R? est une partie convexe de R>.
4. Une fonction f: R — R convexe et bornée sur R est constante.
5. La composée de deux fonctions convexes est convexe.

6. Linégalité de Young s'énonce comme suit.

1 1
« Pour tout p, q € R}, pour toutx,y e R}, xy < —xP + Ey" o
p
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INDICATION(S) POUR L’EXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

1. On peut établir la diagonalisabilité de A surR, sans calcul, en observant ses coefficients.

2. SiCy,Cy,...,C,, sont les vecteurs colonne de A, alors
Rg(A) :=dim (Vect(Cy, Cy,...,C;,...,Cp)).
Déterminer alors soigneusement une base de Vect (Cy, Cy,...,Cj,...,Cy).

3. o Théoréme du rang.

» Quelle propriété possede le polynéme caractéristique d'une matrice diagonalisable et que peut-on
dire des ordres de multiplicité de ses racines ?

e Que vaut la trace d'une matrice diagonalisable?
4. e Introduire l'endomorphisme f de R telle que Matg(f) = A, oit B = (ey, e1,...,e,) est la base
canonique de R"*1.
o Calculer f?(ep), f?(e1),..., [*(e,) et en déduire A*.

« Donner deux expressions deTr (A?), l'une spectrale, l'autre en fonction des coefficients ai, ..., an. En
déduire le spectre de A, les dimensions de chacun des sous-espaces propres de A, puis le polynéme
caractéristique x 5 de A.
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INDICATION(S) POUR L’EXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]

n
1. (a) e« Commencer par calculer Z |[In]l-,j
i=1
o Considérer deux matrices A et B de 4, (R) et démontrer tout d'abord que pour tout j € [[1, n]

, pour tout j € [1, n], afin de déterminer || I,||.

n
> |1ABl; ;| < IlAll x IBI .
i=1

(b) i. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute série absolument convergente est
convergente.

q
ii. Calculer, pour tout q € N, (I;, — H) x (Z H”), puis rédiger un passage a la limite soigné, en

p=0
faisant tendre q vers +oo, avec un argument de continuité a mettre en valeur.
1
(c) e Considérer M € 5B (A, A—‘ln) etobserverM=A—-(A-M)=A (In -y - A—IM)).

e Quedire d’'une partie de 4 ,(R) qui est un voisinage de chacun de ses points?

2. (a) Souligner une propriété algébrique de l'application Det et utiliser la finitude des dimensions.

(b) Limage réciproque d’'un ouvert du but d’'une application continue est un ouvert de sa source.
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INDICATION(S) POUR L’EXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]

(0,0)=0, i.e
(x,y)—(0,0) !

e Démontrer f(x,y)

x2 y2

2 2
xXe+y | e ||:=v/x2+y2—0

0

en commengant par dominer x*y* par une quantité dépendant de || (x, y) |

e Démontrer la discontinuité de g en (0,0) a l'aide du critere séquentiel.
Pour cela, exhiber deux suites de nombres réels (x,) et (y,) qui convergent vers 0, mais telles que la
quantité g(x,, yn) ne tend pas vers g(0,0) = 0 lorsque n tend vers +oo.
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INDICATION(S) POUR L’EXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]

1. Applique-t-on un Théoréme? Combien d’inégalités peut-on tirer de la concavité deln ?

2.

3.

Considérer deux boules dans R?.

Démontrer le résultat en revenant a la définition de partie convexe. Cf. stabilité par passage aux seg-
ments.

Supposer que la fonction f prend en deux points a et b distincts deux valeurs f(a) et f (b) disctinctes et
analyser le comportement asymptotique de f en —oo ou +oo grdce a l'inégalité des trois pentes.

Tester l'énoncé sur une fonction convexe simple et une fonction affine (donc convexe et concave) décrois-
sante.

Cette inégalité peut-elle étre vraie? N'y a-t-il pas une hypothese supplémentaire sur p et q ?
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UN CORRIGE DE EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]

1. La matrice A est symétrique réelle donc orthodiagonalisable surR, d’apres le Théoréme spectral.

2. e OnnoteCy,Cy,...,C,, les vecteurs colonnes de la matrice M.
Les scalaires ay, ..., a, ne sont pas tous nuls. Soit donc i € [1,n] tel que a; # 0. Ainsi a-t-on, pour
tout j € [[1,n]

On a donc
Rg(A) := dim (Vect (Cy, Cy,...,Cj,...,Cp)) =dim (Vect (Cy, C;)) .

La premiere composante de Cy est nulle, alors que la premiere composante de C;, qui est a;, ne l'est
pas. La (i+1)-eme composante de Cy est non nulle (elle vaut a;) alors que la (i +1)-eme composante
de C; est nulle. Les vecteurs Cy et C; de A,,+1(R) sont donc non colinéaires.

On en déduit que Rg(A) = 2.

3. o Par le Théoreme du rang, il vient
dimKer(A)=n+1-2=n-1=1
car n = 2. Nous en déduisons que 0 est valeur propre de A, i.e. 0 € Specy(A), et son sous-espace
propre associé, Ey(A) = Ker (A), a dimension n— 1.

o Comme A est orthodiagonalisable sur R

- son polynome caractéristique, qui est un polynome de degré n + 1, est scindé surR;

- la multiplicité de chaque valeur propre de A coincide avec la dimension du sous-espace propre
correspondant.

Donc
xa=X"HX-AD(X - Ap)

out Ay et A, sont des réels non nuls, éventuellement égaux. Le spectre réel de A est donc
Specp(A) ={0,A1, A5} .

e Comme A est orthodiagonalisable surR, il existe P € 0,41 (R) telle que

0 0 0
0 -
A=P 0 0 pT
A1 0
0 0 Ay

Comme deux matrices semblables ont méme trace
Tr(A)=(n-1).0+ ﬂ] + Ag .

Or, on lit sur la matrice A que Tr (A) = 0. Ainsi Ay = —A,. Les nombres réels A et A, sont donc non
nuls et opposés l'un de l'autre.
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4. e Notons f I'endomorphisme deR"*! telle que
Matg(f) = A

ouB = (ey,e1,...,ey) estla base canonique de R"*1,
e Oncalcule
n

= i=1

f2(ey) = f(z ai.e,-) =Y ai.fle)=) aj.e= (
i=1 i=1 i=1 '

af).eo
et pour tout j € [1, n]
n
fiep=f(aj.e)=Y aiaj.e;.
i=1

Ainsi ;
Ya: 0 0 0 .. 0
i=1
0 af a1 a, ayas ... di1ap
AZ:(Mat%(f))Z:Mat@(fZ): 0 @ay a5 @as ... @ay
0 asa, azap a§ ... asay
0 aya apa, apaz ... a
De plus
0> 0 0
0 :
A=p|: . o2 o :|PT.
: A0
0 ... ... 0 23

o De ces deux expression de A%, on déduit
n
2y ai=Tr(A%*) =(n-1).0*+ 17+ 15
i=1

Cette équation et A1 = — A nous livrent que A possede deux autres valeurs propres non nulles

n
+ Za?.
V i=1

Specy(A) = {0,\/2 az, =y af} )
i=1 1

Donc

» Nous savons donc que 0 est valeur propre de A avec un sous-espace propre associé de dimension

n n
n—1,1/3_ a; estvaleur propre de A avec un sous-espace propre associé de dimension 1 et— | y_ a
i=1 i=1

est valeur propre de A avec un sous-espace propre associé de dimension 1. Donc
n n
xa=X"" X=X a2 || X+ a?|.
i=1 i=1
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UN CORRIGE DE EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]

1. (a) * Pourtoutje][l,n|
n n
> Unlij| =3 6ij=1
i=1 i=1

et donc

n
I 1,1l = 1rn]ax(Z1 Iun]i,jl) =1

e Soit (A, B) € M, ([R) x M, (R).
Soit j € [1,n].

n

> [lABlj| = )

i=1

Y [Al; k[Blg
k=1

|définition du produit matriciel]

—

~.

n n
Y Y |[Alik||IBlkj| [inégalité triangulaire]

<
i=1k=1
n n
= Y |Blk;| | X 1ALk
k=1 i=1
<|All
n
< Al'Y |(Blx,]
k=1
<|IBI|
< Al xIIBl [indépendant de j]

Par passage au max sur j € [1,n], il vient || AB| < | All x || BI|.

(b) i. De la question 1, on déduit, au moyen d’'un raisonnement par récurrence, que
VpeN, 0<|HP|=<IHIP.

D’apres le cours sur les séries ggométriques, comme | H|| < 1, la série Z |H|IP converge.
p=0
Par théoreme de domination sur les séries & termes réels positifs, la série numérique »_ | H” ||
p=0
converge, i.e. la série matricielle Z HP est absolument convergente.
p=0
Comme M, (R) est un espace vectoriel de dimension finie, on en déduit que la série matricielle
Y_ HP converge dans A, R).
p=0
ii. * PourtoutqeN

q
(x) (I,— H) x (Z H”) =1I,— H7*!' [somme télescopique]
p=0
* PourtoutgqeN
os v <t

Comme [ HIl <1, IHIT™ ———

g—+00

1
(**) Hq+ m’ Odﬂn([@)
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e Lapplication
Mu[R) —  Mu(R)
M - (I,-HM

est linéaire. Comme 4, (R) est un espace vectoriel de dimension finie, l'application u est
continue et donc

(% % %) (In—H)x(Xq: H”):p(i Hp)—>u(§)Hp):(In—H)x(§oHp).

p:o p:O q—+oo p:O

e De (%), (%) et (x x %), nous déduisons, en faisant tendre q vers +oo, que

+00
(In_H)X Hp :In.
p=0

+00
La matrice I, — H est donc inversible, d’inverse Z HP.

p=0

1
(c) Soit M € 2B (A, —)
A=
e Comme
M=A-(A-M)=A(I,— (I,- A"'M))

et que GL,(R) est stable par multiplication, pour démontrer que M € GL,(R), il suffit de prou-

ver que I, — (I, — A"'M) € GL,,(R).
e Pourdémontrer queI,—(I,—A"'M) € GL,(R), il suffit de prouver que | I, - MA™* || < 1 d’apres

la question 1.(b).
e On observe

L,—MA ' '=AA = MA ' =(A-M) A™!

et donc
|1, - MA™Y| < lA- M| ||A7] <1
————
<1/||A7Y >0
1
Comme pour tout A € GL,(R), il existe ry := —— > 0 tel que B (A,ra) < GL,(R), l'ensemble

A=)
GL,(R) est, par définition, une partie ouverte de M, (R).

2. (a) e Lapplication Det est une application n-linéaire de 4, (R), identifié a 4, (R)", en identifiant
une matrice avec le n-uplet de 4,1 (R) formé par ses vecteurs colonnes, dansR.

o Comme 4, (R) et R sont des espaces vectoriels de dimension finie, l'application Det est conti-
nue.

(b) e LapartieR* =] —o00,0[U]0, +o0l est ouverte dans R.
Comme l'application Det est continue, la partie

Det ! (R*):= {M € 4,(R) : det(M) eR*} = GL,(R)

est ouverte dans M, (R).
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UN CORRIGE DE EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]

e Ondémontre f(x,y) f(0,0)=0, i.e.
(x,)—(0,0)

2.2

X

2 - 2 0.

XY @y li=vaT+y—o
Soit (x,y) € R?\ {(0,0)}. Comme y*> =0

(*x) O0sx*<x*+y°

et comme x> =0
(x%x)  0=<y’<x*+)°.

Comme les inégalités (%) et (xx) ne mettent en jeu que des nombres réels positifs ou nul, on peut les
multiplier membre-a-membre pour obtenir
2
0= x*y* < (x* + %)
Comme x> + y2 >0, il vient
2.2

<x2+y2: ||(x,y)||2.

0< V) = <
fxy) EreY

Par Théoreme d’encadrement, f(x,y) ” |
(x, 1) ||—0

e Ondémontre la discontinuité de g en (0,0) a l'aide du critere séquentiel.

Posons, pour tout n € N*
1 1
Xpi=— et =
n n Yn n
Comme les suites numériques (xX,) nen €t (¥n) nen+ convergent vers 0, la suite vectorielle ((xn, yn)) neN*
tend vers (0,0) lorsque n tend vers +oo.

Comme
XnYn 1

2.2 9 o
X5+ Vs 2 n—+oo

1
8(Xn, yn) = §¢0=:g(0,0)

la fonction g n'est pas continue en (0,0).
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UN CORRIGE DE EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]

Répondere par Vrai ou Faux aux questions suivantes.

Si la réponse est « Vrai », citer un résultat du Chapitre 9 « Convexité» pour justifier.
Si la réponse est « Faux », argumenter au moyen d'un contre-exemple.

1. .

Faux.

Il faut justifer la concavité deln. Ensuite, une fonction concave dérivable livre de nombreuses inéga-
lités (trois pentes, tangentes). Il faut donc préciser comment, a partir de la concavité de la fonction,
I'inégalité est obtenue.

Voici une rédaction renforcée.

La fonction In est deux fois dérivable sur Uintervalle R* et pour tout x > 0, In"(x) = —1/x? < 0.
D'apres le théoréme 9.45, la fonction In est concave sur R’.. D'apres le Théoreme 9.48, le graphe de
la fonction In est donc en dessous de toutes ses tangentes sur R, en particulier en dessous de sa
tangente au point d'abscisse 1, i.e. pour tout x >0, In(x) < x—1.

Faux, méme si les deux parties convexes ont une intersection non vide.

Considérons les boules fermées 98((0,0),1) et 98((2,0),1) de R2, pour la norme euclidienne, qui ont
pour intersection {(1,0)}.

Ce sont des boules donc des parties convexes de R?.

Le point A = (0,1) appartient a %((0,0),1) et le point B = (2,1) appartient a 98((2,0),1). Donc les
points A et B appartiennent a 98((0,0),1) U 98((2,0),1).

Or le point C = (1,1), qui appartient au segment [ A, B], n'appartient pas a 98((0,0),1) U %((2,0),1).
En effet

I(LD-©0,01=v2>1 et [(1,1)-2,0I=v2>1.
Donc 28((0,0),1) U %8((2,0), 1) nest pas une partie convexe de R2.

Vrai.

Soient 6\, 6» deux parties convexes de R2.

Soient A,B € 61 N6». SoitC € [A,B].

Comme A,B € €61, C € [A,B] et 6, est convexe, C € €;,. Comme A,B € 6,, C € |A,B] et 6, est
convexe, C € €». Donc C € 61 N 6.

La partie 6, N 6> de R? est donc convexe.

Vrai.

Soit une fonction f: R — R convexe et bornée sur R. Raisonnons par l'absurde, en supposant que f
n'est pas constante. Il existe donc deux réels a, b, distincts, tels que f(a) # f(b).
On distingue 4 cas :

(a<betf(a)< f(b) (a<betf(a)> f(b) (a>betf(a)< f(b) (a>betf(a)>f(b).

On traite le premier, les trois autres s'étudiant de maniére analogue.
Supposons donc que a < b et que f(a) < f(b). D'apres l'inégalité des trois pentes, pour tout x > b,

ona
fb) - f(a) <f(x)—f(b)
b-a ~ x-b
et donc b
%(x—b)+f(b) < f(x).
>0

Par Théoréeme de domination, f(x) tend vers +oo, lorsque x tend vers +oo, ce qui contredit le carac-
tere bornéde f surR.
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5. e Faux.

e D'apres le Théoreme 9.45 (Fonctions convexes deux fois dérivables), les fonctions

2

f:10,+o0[—R; x—x g R-R; x——-x

sont convexes. Mais la fonction go f: [0,+oco[— R; x — —x? nlest pas convexe, toujours d'apres le
théoreme 9.45. En effet, la fonction g o f est deux fois dérivable sur [0, +ool et

Vx=0, (gof) (x)=-2<0.

6. e Faux.
e Lidentité
N . 1 1
« Pour tout p, q € R}, pour tout x,y e R}, xy < —xP + Eyq o
P

est fausse. Raisonnons par l'absurde et supposons la vraie. On la spécialise a x = y = 1 et on fait
tendre p et q vers +o0o. Alors on obtient 1 < 0.

1 1
 Linégalité de Taylor-Young s'énonce comme suit. Pour tout p, q € R} tels que — + — = 1, pour tout
q

1 1
XYeER, xy<s—xP+ 5 y9 . Elle résulte de la concavité den et de la croissance de exp.
P
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