Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

Recueil d’exercices de calcul différentiel

Exercice 1 % 3yryr. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Continuité d'une fonction de deux variables.
Enoncé. On considere deux fonctions

R> - R R2 - R
0 si(x,y)=0 0 si(x,y)=0
f 2.2 8 '
(x,y) — X7y . (x,) — Xy .
e si(x,y) #0. 21y si(x,y) #0.

Démontrer que la fonction f est continue en (0,0) et que la fonction g est discontinue en (0,0).

Exercice 2 % vvrye. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Continuité et Dérivée directionnelle.
Enoncé. Soit l'application f: R?> — R définie par

x5

m si(x,y) #(0,0)

V(x,y) eR?, f(x,¥) =
0 si(x,y) =1(0,0)

1. Démontrer que la fonction | est continue en (0,0).

2. Démontrer que la fonction f admet une dérivée selon tout vecteur non nul h = (hy, hy) de R? au point
(0,0).

Exercice 3 x v yyyc. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Dérivée partielle et fonction polynomiale.

n
Enoncé. SoirP:= ) arX* e CX], ouneN* eray, ay,...,ay € C. Posons
k=0

RZ - C

) (x,y) — Px+iy)

Démontrer que f posséde des dérivées partielles dans la base canonique de R?> au point (0,0) et les exprimer en
fonction des coefficients de P.

Exercice 4 ¥ % %3y, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Dérivée partielle et fonction développable en série entiere.

Enoncé. Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R > 0, 0t (@) nen € cN, Soit
n=0

DO,R):={zeC:|z|<r} — C

S z — +Zooanz"
n=0
sa somme. Posons :
By.1,((0,0),R) := { (x, ) ER? : /X212 < R} - C
! x,¥) — S(x+iy)::§oan(x+iy)”

n=0
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Montrer que f posseéde des dérivées partielles dans la base canonique de R*> au point (0,0) et les exprimer en
fonction des coefficients a, (n € N) de la série entiére.
N.B. On justifiera soigneusement les échanges de symboles Z etlim, si on est amené a en considérer.

Y N N W

Exercice 5 x vy, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle en tout point d'un polynéme en deux variables.
Enoncé. On munitR? de la norme |- définie par

V(x,y) eR? |, )| =max(xl,|y]) -

Soit l'application
RZ - R
(x,y) =~ x3+xy+y2.

f

Soit (a, b) € R? fixé.
Démontrer que U'application f est différentiable en (a, b) et préciser sa différentielle df (a,b) en ce point.

Exercice 6 xwiww. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Différentiabilité et différentielle en tout point d'une application linéaire.
Enoncé. Soient (E, N) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit f une application linéaire de E dans F.

1. Soita€ E fixé. Démontrer que l'application f est différentiable en a et préciser sa différentielle df (a) en
ce point.

2. On considere la différentielle de f définie par

E — <Z(EF)

af a — df(a).

Quelle propriété remarquable possede l'application df ?

Exercice 7 xvwwyw. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Applications différentiables en un point dont les dérivées partielles coincident en ce point.
Enoncé. Soient

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N ;
o Q une partie ouverte deR" ;

e a un pointdeQ);

e f:Q— F uneapplication différentiable en a;

e g:Q — F une application différentiable en a.

La base canonique deR" est notée A, = (ey,...,en).

O (o et 98

1. Justifier l'existence, pour tout i € [1,n], des dérivées partielles 6—(0) et 3 (a), puis en donner une
Xi Xi

expression en fonction des différentielles df (a) et dg(a) de f et g en a.
. of 0g . o L
2. On suppose que, pour tout i € [1,n], E(a) = a(a). Démontrer que les différentielles df (a) et dg(a)
' i

l
sont égales.
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Exercice 8 X %o ww. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Différentiabilité et différentielle en tout point de I’élévation au cube dans .4, (R).
Enoncé. Soit n =2 un nombre entier.

On munit M ,(R) d'une norme d’algébre unitaire, par exemple de la norme ||-|| définie par

n
VMe Mp[R), [IM]:= max (Z |[M]i,j|)-
1<j=n i=1

Soit l'application
f MR — MR
A~ A

Soit Ae M, (R) fixé.
1. Démontrer que l'application f est différentiable en A et préciser sa différentielle df (A) en ce point.
2. Lapplication f est-elle continueen A?

Exercice 9 X k% yrvs. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Calcul de matrices Jacobiennes.
Enoncé. On munitR? de la norme ||-| définie par

V(x,y) eR? x| =max(xl,|y])

et on note (ey, e2) sa base canonique. On considere les fonctions f et g définies par
f:R? > R; (x,y) — sin(x—y) et gRP-RE () — (x+y,x—-Y).
Soit (a, b) € R?.
1. Démontrer que f est différentiable en (a, b) et donner sa matrice Jacobienne en (a, b).
2. Justifier que g est différentiable en (a, b) et donner sa matrice Jacobienne en (a, b).
Exercice 10 %% %% . [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle du déterminant en I,,.

Enoncé. Soit n =2 un nombre entier.
On munit 4, (R) de la norme |-|| définie par

VMe M,®), [M]:= max |[M];].

1<i,j<n
Soit l'application
f MR — MR
A —  Det(A4) .
1. SoitH = (hirf)lsi,an € MyR).

(a) Soito une bijection de l'ensemble |1, n]| dans lui-méme, i.e. 0 € S,,. On suppose que o # idpy, - On
note
Fix(o):={i€[1,n] : 0()) =i}
I'ensemble des points fixes de o.

i. Justifier que c := Card(Fix(0)) < n—2.

Version du 23 mars 2022 [08h21] 3 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @@@@

MP2122

ii. Démontrer
| | I,+ Hlj o) = o Hl).
[ n ]l,U(l) (” ”)

i=1 =0,
(b) Démontrer que pour tout k € [1, n]

k k
[Ta+hi)=1+> hi;+ o (IHD.
i=1 1

i=1 H=0s,10)

2. Démontrer
fUp+H)=1+Tr(H)+ o (IHI

=010

3. Que peut-on déduire du résultat de la question 2, pour U'application f ?

Exercice 11 % www. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle pour d'une fonction de deux variables.
Enoncé. Soit la fonction f deR? dans R définie par, pour tout (x, y) € R?

flx,y) =sin(x* — y%).

Démontrer que la fonction f est différentiable en tout vecteur (x,y) € R? et écrire sa matrice Jacobienne en

(x,¥).

Exercice 12 % www. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité et différentielle d'un produit scalaire tordu.
Enoncé. Soient

e (E,{-,-)) unespace euclidien;
e u unendomorphismedeE;
e acE.

Démontrer que U'application
E — R
x — (ulx),x)

f

est différentiable en a et calculer sa différentielle en a.

Exercice 13 %% . [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Différentiabilité et différentielle du passage a l'inverse dans GL,(R).

Enoncé. Soitn =2 un entier.

On munit 4 ,(R) d'une norme d’algébre unitaire, par exemple de la norme ||-|| définie par

n
VYMe M,®R), [M]|:= max (ZI[Mli,ﬂ)-
Isj=n\;5

On définit l'application f par
f GL,(R) — (R
A~ AN
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1. Démontrer que pour tout H € 8(0_4,®), 1), la série Z (=1)P HP converge et calculer le produit
p=0

+00
(In+ H) ( (—l)pH”)

p=0
+00
en justifiant, avec le plus grand soin, les échanges éventuels entre Z et produit matriciel.
p=0
2. Justifier, avec le plus grand soin
+00
(-DPHP = o (IHI.

p=2 H=04,m
3. Démontrer que l'application f est différentiable en I, et que pour tout H € 4, (R)

df(l,)-H=-H.

4. Soit A€ GL,(R).

1
(a) Justifier que pour tout H € 9B (0_/%”([]@), —), I, + AL H) est inversible et exprimer son inverse

A E
comme une somme de série matricielle convergente.

(b) Démontrer que [ est différentiable en A et que pour tout H € 4, (R)

df(A)-H=-A"THA™.

Exercice 14 %% . [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Différentiabilité, différentielle et lieu de submersion d’une fonction de R® dans R2.
Enoncé. Soit l'application
RS - R?
(X, 9,2) — (x+y+z,xy2).

f

1. Démontrer que la fonction f est différentiable en tout point (x,y, z) € R® et écrire sa matrice Jacobienne
en(x,y,z).

2. On dit que [ est une submersion en un point (x,y, z) de R3 si Uapplication df(x,y,z) € L (R3,R?) est
surjective. On note

U:= {(x, V,2) € RS : f est une submersion au point (x, y, z)}.

(a) Démontrer queR3\ U est la réunion de quatre droites que I'on explicitera.

(b) Démontrer que U est une partie ouverte de R3.

Exercice 15 %%y, [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Fonction de deux variables a dérivées partielles nulles sur un carré.
Enoncé. Soient

o a=(ay,a) €R?;
e 1 unréel strictement positif;

e Q:=laj—nrai+r[xla—r,a+r[c IRZ;
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e une fonction f: Q —R; (x1,x2) — f(x1,X2).
On suppose que

(H1) pour tout x € Q, la fonction f admet une dérivée partielle en x suivant la variable x, et suivant la va-
riable x, ;

of of
(H2) pour tout x € Q, —(x) = —(x) = Op.
6X1 Oxg

1. Démontrer que Q est un ouvert deR?.
2. Justifier que la fonction f est différentiable sur Q).
3. Calculer la différentielle df (x) de f en tout point x de Q).

4. Démontrer que l'application f est constante sur Q).

Exercice 16 % xwwiw. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Dérivation le long d'un arc.
Enoncé. Soient

n=2etm =2 des nombres entiers;

Q une partie ouverte deR" ;

I unintervalle deR;

des fonctions x;: I = R,...,x,: I — R telles que, pour tout t € I, (x1(t),...,x,(t)) € Q;

une fonction f: Q—R™: (y1,...,¥n) = (AL Yidseo s fin (Y1, Yn)).-
On suppose que
(H1) pour touti € [1,n], la fonction x; est dérivable sur I ;

(H2) la fonction f est différentiable sur Q.

1. Démontrer que larc g défini par

I — R

g r — f(xl(t),,xn(t))

estdérivable sur 1.

2. Soit t € 1. Donner une expression de g'(t) € R™ en fonction des dérivées des fonctions xi,..., X, et des
dérivées partielles de la fonction f.

Exercice 17 %% ww. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Equation aux dérivées partielles d’ordre 1, avec changement de variable donné.
Enoncé.

Version du 23 mars 2022 [08h21] 6 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @@@@

MP2122

1. Soit f: R? =R, (x,y) — f(x,y) une fonction de classe €' surR? telle que

0
Y (x,y) € R?, —f(x,y) =0.
dy

Démontrer qu'il existe une fonction ¢: R — R, de classe €' surR, telle que

V) eR?,  f(x,y)=@(x).

2. (a) Soity: R— R une fonction de classe €' surR. Démontrer que Uapplication

RZ - R

! (x,y) — @kx+y)

est de classe €' et qu'elle vérifie

of of
2 _ _——_— =
(E) Vi(x,y)eR, x (x,y) 3y (x,y)=0.

(b) Réciproquement, soit f: R*> — R une fonction de classe €' surR? telle que

of of
2 e _— =
(E) V(x,y) eR, o (x,y) 3y (x,y)=0.

Démontrer qu'il existe une fonction ¢ : R — R, de classe €' surR, telle que

Vi, eR?, fx,y)=@x+y).

u+v u—v)

On pourra considérer la fonction g: R? — R; (u,v) — f ( )

Exercice 18 x % viwiw. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Fonctions homogenes.
Enoncé. Soit f: R > R; (x, y) — f(x,y) une fonction différentiable sur R2.

1. Soit (x,y) € R? fixé. On définit la fonction g par

R — R
t — f(tx,ty).

g
Démontrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. On suppose que f est homogene, i.e. que
Vi) eR®, flx,ty)=tf(xy).

(a) Démontrer que pour tout (x,y,t) € R3

_of of
flo,y = ax(l‘x, ty) x+ ay(tx, ) y.

(b) En déduire qu'il existe deux réels a et (3 tels que

V(x,y)eR?  f(x,y)=ax+py.
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Exercice 19 %% . [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Etude des extrema d’un polynéme en deux variables.
Enoncé. On considere lapplication f définie par

RZ — R

! (x,y) — x*>+y°-3y

1. Justifier que f est différentiable sur R? et préciser son gradient, en tout point (x, y) € R2.
2. Déterminer les points critiques de U'application f.

3. Etudier les extrema éventuels de f, en précisant leurs natures (minimum local, minimum global, maxi-
mum local, maximum global, ou aucun extremum local donc aucun extremum global).

Exercice 20 %% %<. [Indication(s)] [Un corrigé]

Titre. Démonstration du Théoreme spectral a I'aide du calcul différentiel.

Enoncé. Dans la démonstration du Théoreme spectral déja étudiée (Théoreme 19.61), on démontre que tout
endomorphisme symétrique d’'un espace euclidien possede une valeur propre réelle, en passant par le champ
complexe (Proposition 19.60). On propose ici une autre approche, basée sur le calcul différentiel, pour établir

lexistence d'une telle valeur propre, qui joue un réle décisif dans la réduction des endomorphismes symé-
triques.

Soient
e (E,{-,-)) unespace euclidien de dimensionn=1;
e ||-|l la norme sur E associée au produit scalaire (-, ) ;
e u un endomorphisme symétrique de E.

On considere l'application f définie par

E\ {0} — R
f . o (u), x)
x>

1. Différentiabilité et différentielle de f.
(a) Démontrer que l'application q définie par

RxR* — R

5]
T | () — -
2

est différentiable sur R x R* et calculer sa différentielle en tout point deR x R*.

(b) Endéduire que l'application f est différentiable sur E\ {0g} et calculer sa différentielle en tout point
de E\ {0g}.

2. Maximum de la restriction de f ala sphere unité de E.
On note S la sphére unité de E, définie par

S={x€eE:|x|=1}.

Démontrer que U'application

S — R
fis (u(x), x)
A R
[l x|
Version du 23 mars 2022 [08h21] 8 David Blottiere
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possede un maximum.
Dans la suite, on notera e; un vecteur unitaire de E tel que

VxeS, fx)<f(e).

3. Maximum de f sur E'\ {0g}.

(a) Démontrer
VxeE\ {0}, fx)<fl(e).

(b) En déduire
VxeR", 2(ule)),x)—2(u(e)),er){e;,x)=0.

4. Le vecteur e; est propre pour u et le sous-espace vectoriel ell est stable par u.

(a) Déduire de la question 3.(b) que le vecteur e, est propre pour l'endomorphisme u.

(b) Déduire de la question 3.(b) que le sous-espace ell =Vect(e))* est stable par u.

5. Théoréme spectral.
Enoncer et démontrer le Théoreme spectral pour les endomorphismes symétriques des espaces euclidiens,
en saidant de résultats précédemment établis.

Exercice 21 *xwww. [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Application différentiable dont la différentielle est égale a la trace.
Enoncé. Soient

e n =2 un nombre entier;

o Tr: M;,(R)—»R; M— Z [M];,; l'application trace.

1<i<n

Déterminer toutes les applications f: 4,(R) — R, différentiables sur 4, (R), telles que
VAe M,(R), df(A)=Tr.
On pourra raisonner par analyse et synthése.

Exercice 22 %% . [Indication(s)] [Un corrigé]
Titre. Equation des cordes vibrantes.
Enoncé.

1. Soit une fonction

RZ — R
& (w,v) — guv)
de classe €? surR? telle que
’g
Y (1, v) € R?, S W =0.

Démontrer qu'il existe ¢ € €2 (R,R) etYyeed 2(R,R) telles que

V(u,v) R, gu,v) =) +yv).
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2. Soit c e R*. Soit une fonction
RZ — R

! (x,1) — f(x0

de classe 6€* surR? telle que

62f 62f
2 2 _ .
Vix,t)eRe, ¢ @(x, 1= atz_(X,t)’

(a) Soienta,B,y,6 € R fixés. On considere la fonction g définie par

rRZ - R
§ (wv,v) — flau+pPv,yu+oév).
5 . 2 2 , , 0°g
Démontrer que la fonction g est de classe €“ sur R* et exprimer, pour tout (u,v) € R?, 300 (u,v)
vou

en fonctionde a, B,7,0 et des dérivées partielles d’ordre 2 de f .

(b) En choisissant «, B,y,0 € R tels que

o la matrice (a p ) est inversible;
Yy 6
our tout (u v)e[R{2 62g (u,v)=0;
p ’ "ovou

démontrer qu'il existe p € €% ([R,R) ety € €% (R,R) telles que

V(x,) R, flx,t)=@x+ct)+y(x—ct).

Exercice 23 % ww. [Un corrigé]
Titre. Fonction possédant toutes ses dérivées directionnelles en (0,0), mais discontinue en (0,0).
Enoncé. Soient les fonctions f et g définies sur R? par, pour tout (x, y) € R?

2
Plnlx| six#0 2V Sitxy) #0,0)

= = 4 2
f6y) { 0 sinon. et gxy Yy .
0 sinon.
1. Démontrer que les fonctions f et g admettent une dérivée suivant tout vecteur en (0,0).
2. Démontrer que les fonctions [ et g ne sont pas continues en (0,0).
Exercice 24 %% % ww. [Un corrigé]

Titre. Fonction différentiable dont la différentielle est 3-lipschitzienne en tout point.
Enoncé. On munitR? de sa norme eucidienne, définie par

Vi eR? o] i=1/x2+y2.

Soit la fonction f deR? dansR? définie par, pour tout (x, y) € R?
f(x,y) = (sin(x+2y),cos(2x + ))

1. Démontrer que la fonction [ est différentiable en tout vecteur (x,y) € R? et écrire sa matrice Jacobienne
en(x,y).

2. Démontrer que pour tout (x, y) € R?, Lapplication df (x,y) est 3-lipschitzienne.
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Exercice 25 kv yoww. [Un corrigé]
Titre. Détermination des points critiques d'une fonction de deux variables.
Enoncé. Soit f l'application définie par

R? - R
(x,y) — x3-3x+xy°.

f
1. Démontrer que f est différentiable surR?.
2. Un point (x,y) € R? est appelé point critique de f si df(x,y) =0 2 ®2,r)- Déterminer les points critiques

def.

Exercice 26 %% ww. [Un corrigé]
Titre. Fonctions invariantes par translation le long de la premiere bissectrice.
Enoncé.

1. Soit f: R? — R une fonction différentiable sur R?. Soient (x, y) € R? fixé. Démontrer que 'application

R — R
t — fx+ty+1)

est dérivable sur R et que pour tout t € R

of of

T'(t):a(x+ Ly+ t)+£(x+ Ly+1).

2. On souhaite déterminer toutes les fonctions f : R> — R différentiables sur R? et qui vérifient

V) eRS, fx+t,y+0=Ff(x7y).

(a) Analyse.
Soit f: R?> — R une fonction différentiable sur R? telle que

YV, pt)eR, fx+t,y+0=f(xy).

i. Démontrer que pour tout (x,y) € R?

of of _
ax(x,y)+ ay(x,y) =0.

ii. Soienta, b, c,d quatre réels fixés et soit 'application

R? — R
§ (u,v) — flau+bv,cu+dv).
; S s ) , 08
Démontrer que l'application g est différentiable surR* et calculer, pour tout (u, v) € R*, %(u, v)
en fonction des dérivées partielles de f.
iii. En choisissant a, b, c,d € R de telle sorte que

0
e pour tout (u, v) € R?, a—'i(u, v)=0;

b) €GLx(R);

. [a
o la matrzce(
c d
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démontrer qu'il existe une fonction ¢: R — R, dérivable surR, telle que

V) eR?, fx,y)=@x-y).

(b) Synthese.
Soit une fonction ¢: R — R, dérivable surR. On lui associe la fonction f définie par

RZ - R

! x,y) — @ex-y).

Démontrer que l'application f est différentiable sur R? et que
YV, DeRS, fx+ty+t)=f(xy).

(c) Conclusion.
Formuler une conclusion soignée pour répondre a l'objectif exposé au début de la question 2.

Exercice 27 %% % ww. [Un corrigé]
Titre. Etude des extrema locaux d’une fonction rationnelle en deux variables.
Enoncé. Soient% la partie de R* définie par

Y = ]0,+OO[ X ]0,+OO[

et f lapplication définie par
U - R
f 4 2

, — +—+—.
(x,y) Xy x5

1. Démontrer que la partie % est ouverte dans R.

2. Démontrer que la fonction f est minorée, mais non majorée sur .

3. Justifier que f est différentiable sur“ et préciser son gradient, en tout point (x,y) € %.

4. Déterminer l'ensemble des points critiques de l'application f.

5. On étudie dans cette question les extrema éventuels de deux fonctions de la variable réelle auxiliaires.

(a) Etudier les extrema éventuels de la fonction g définie par

10, +oo[ — R

2+1
V4 — Z+—.
72

(b) Soient y €10, +ool fixé. Etudier les extrema éventuels de la fonction

10,+oc0[ — R

fy B 4 2
— V) =Xy+—+—.
X fx,y)=xy P

6. Etudier les extrema éventuels de f, en précisant leurs natures (minimum local, minimum global, maxi-
mum local, maximum global, ou aucun extremum local donc aucun extremum global).
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR I’EXERCICE 1. [Enoncé] [Un corrigé]

0,0)=0, i.e
(x,y)—(0,0) !

e Démontrer f(x,y)

2.2
X
Y 0

2412
XY Nwnl=va2+y =0
en commencant par dominer x*>y? par une quantité dépendant de || (x,y) || .

o Démontrer la discontinuité de g en (0,0) a l'aide du critére séquentiel.
Pour cela, exhiber deux suites de nombres réels (x,) et (y,) qui convergent vers 0, mais telles que la
quantité g(x,, yn) ne tend pas vers g(0,0) = 0 lorsque n tend vers +oo.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION (S) POUR ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Un corrigé]

~
°

Il s’agit de prouver que

5

fx,y)= £(0,0) =0;.

212 4
Y=X07+ X pll=y/@ -0

Justifier que pour tout (x, y) € R\ {(0,0)}

(y—xz)2 +xt=at

et dominer f(x,y) par une quantité mettant en jeu || (x,y) | = v/x* + y2.

Théoreme d’encadrement.

f((0,0) + t(hy, hp)) — f(0,0)
. )

Y
°

Fixer h = (hy, hy) € R?\ {(0,0} et simplifier 'écriture de

f(0,0) + t(hy, hp)) - £(0,0)
r

Etudier la limite éventuelle de
deuxcas:hy, Z0ethy, =0.

lorsque t tends vers 0, en distinguant
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION (S) POUR ’EXERCICE 3. [Enoncé] [Un corrigé]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

o Pour la premiere dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f(0,0) +1e) - f(0,00 _ f(£,0) =~ f(0,0) _ P(¥) — P(0)
r t t

lorsque t tend vers 0.
e Pour la deuxieme dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f(0,0) + tex) ~ f(0,0) _ f(0,0)~f(0,0) _ P(it) - P(0)
A t t

lorsque t tend vers 0.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR LEXERCICE 4. [Enoncé] [Un corrigé]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

Pour la premiere dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f(0,0) +1te) - (0,00 _ f(£,0) - f(0,0) _ S(¥) — S(0)
t r r

lorsque t tend vers 0.

- On pourra sappuyer sur le cours qui assure que la restriction de la fonction S|)—pg gr[ est de classe €
sur]—R, R| et que l'on dispose de formules pour ses dérivées itérées.

. - Pour la deuxieme dérivée partielle de f en (0,0), étudier la limite éventuelle de

f((0,0) +1e) — (0,00 _ f(0,5) - f(0,0) _ S(Et) ~S(0)
r A r

lorsque t tend vers 0.

- On pourra s'appuyer sur la continuité d’'une somme de série entiere auxiliaire, en déterminant avec
soin son rayon de convergence.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR ’EXERCICE 5. [Enoncé] [Un corrigé]

o Pour h= (hy, hy) € R?, développer f((a,b) + (h1, hy)).
e Dans le développement, faire apparaitre f (a, b), une expression linéaire en (hy, hy) et un reste.

e Démontrer, avec le plus grand soin, que le reste est un - 0 (IChy, B D).
(hy,h2) —(0,0)
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Lycée Chrestien de Troyes @@@@ MP2122

INDICATION(S) POUR L’EXERCICE 6. [Enoncé] [Un corrigé]

1. * Pour h € E, développer f(a+ h).
e Op estun , 00 (Ng(h)).

—

2. Combien de valeurs l'application df prend-elle?
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION (S) POUR ’EXERCICE 7. [Enoncé] [Un corrigé]

1. Cf. Définition 20.4, Proposition 20.12 et Remarque 20.17.

n
2. Démontrer que pour tout x = Z x;.e; vecteurde E, olt x1,..., X, €ER,
i=1

df(a)-(x) = dg(a)- (x)

en utilisant Uhypotheése sur les dérivées partielles de f et g, ainsi que la linéarité des applications df (a)
et dg(a).
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR ’EXERCICE 8. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e Pour H € 4, (R), développer f(A+ H), en prenant garde au défaut de commutativité de la multi-
plication dans 4, (R).

o Dans le développement, faire apparaitre f(A), une expression linéaire en H et un reste.

o Démontrer, avec le plus grand soin, que le reste est un o (IHI).
—0unm®

2. Cf. Proposition 20.12.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 9. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e . Pourh=(hy, hy) € R?, développer f ((a, b)+(hy, hy)), en utilisant des formules de trigonométrie
et des DL usuels.

. Dans le développement, faire apparaitre f(a, b), une expression linéaire en (hy, hy) et un reste.

. Démontrer, avec le plus grand soin, que le reste est un - 0 (IR, B D).
(hy,h2) —(0,0)

Par définition, la matrice Jacobienne de f en (a, b) est

of of

—(a,b) —
ax(“ ) oy

(a,b)|=(df(a,b)-e; df(a,b)-e;)=...

AV
.

Observer que g posséde une propriété algébrique remarquable.

Par définition, la matrice Jacobienne de g en (a, b) est

Mate, ¢,)(dg(a, b)) =...
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 10. [Enoncé] [Un corrigé]

1. (@ i Raisonner par U'absurde.

Que dire d’'une permutation de [ 1, n] qui posséde au moins (n— 1) points fixes?

Scinder le produit en deux, un premier suivant les i dans Fix(o) et un second pour les i
dans le complémentaire.

ii.

En utilisant l'inégalité triangulaire et le fait que la norme sur 4,(R) est la norme sup,
démontrer

Un+ Hlioa
1

<@ +IHD® 1HI"C

n

1

ot ¢ := Card(Fix(0)).
(b) e Raisonner par récurrence finie sur k € [1, n.

o Utiliser l'inégalité triangulaire et le fait que la norme sur ., (R) est la norme sup.

2. * Considérer H € 45 (R) et écrivez f (I,,+ H) = Det (I, + H) comme une somme indexée parleso € S,.
* Scinder la somme en deux parties, en isolant le terme pour o =.

» Appliquer les résultats des questions 1.(a).ii et 1.(b).

3. N'aurait-on pas établi a la question 2 un DL1 pour la fonction f en I, ?
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 11. [Enoncé] [Un corrigé]

o Fixer y € R, justifier la dérivabilité de la fonction d’'une variable réelle
FGY)x— flxy)
puis calculer sa dérivée qui est, par définition, la premiere dérivée partielle de la fonction f notée e
x

o Fixer x € R, justifier la dérivabilité de la fonction d’'une variable réelle

fO,):y— flx,y)
of

puis calculer sa dérivée qui est, par définition, la deuxieme dérivée partielle de la fonction f notée v
y

o Appliquer le critere €1, apreés avoir vérifié ses hypothéses, avec le plus grand soin.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR I’EXERCICE 12. [Enoncé] [Un corrigé]

e Pour h e E, développer f(a+ h).
e Dans le développement, faire apparaitre f(a), une expression linéaire en h et un reste.

e Démontrer, avec le plus grand soin, que le reste est un , o (kD).
—0p
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 13. [Enoncé] [Un corrigé]

1. * Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute série absolument convergente est conver-
gente.
q
* Pour H € B(0_4,wr), 1), calculer, pour tout q €N, (I, + H) x Z (=1)9 HP |, puis rédiger un passage
p =0
a la limite soigné, en faisant tendre q vers +oo, avec un argument de continuité a mettre en valeur.

2. e Pour H € 2B(0_4,Rr),1) et q € N>y, justifier
q

(- I)PHP
p=2

q
<Y IH|P
p=2

puis faire tendre q vers +oo en donnant les argument nécessaires pour ce passage a la limite.
e Utiliser la valeur de la somme d’'une série géométrique numérique convergente.
o Théoreme d’'encadrement.

3. Calculer f(I,+ H) pour H € $(0_4,m®),1), a l'aide de ce qui précede, en faisant apparaitre un f(I,), une

expression linéaireen Hetun o  (||HI), pour conclure.
—0um®

4. (a) Justifier que les résultats de la question 1 peuvent étre spécialisés & H — A™'H et en déduire le
résultat demande.

(b) e PourHe %A (Oﬂn(R), ) , la matrice (I, + A"* H) est inversible d’aprés le question 4.(a).

1
Ja=1]
o Endéduire que la matrice

*)  A+H=A(,+A'H)
est également inversible.
o Alaide de () et de la question 4.(a), développer f(A+ H) pour obtenir

f(A+ H) = f(A) + expression linéaire en H + resteen H

o Démontrer, avec le plus grand soin, en s'aidant notamment de la question 2 dont le résultat
peut étre spécialisés a H — A"V H, que

resteen H= o (|H|).

H=0_4,®
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 14. [Enoncé] [Un corrigé]

1. o Introduire les fonctions coordonnées de f
iR —R; (x,0,2)— x+y+2z et fr:RP—R; (x,y,2)— xyz
puis justifier l'existence de

0fi 0fi 0f o0f> o0f> o0f>

a(x)yyz) ) a_y(x;_%z), &(x)yyz) ) a(x;%z), a(x)yyz) ) E(x)y)z)

en tout point (x, y,z) € R® et expliciter ces six dérivées partielles.

o Appliquer le critere €', arpeés avoir vérifié ses hypothéses avec le plus grand soin.

2. (a) e Justifier, avec soin, que R\ U est I'ensemble des points (x, y, z) € R® tels que

Rg(Matg, 3, (df (x,y,2))) = 1.

1 1 1
La matrice (a B Y) € M3 (R) est de rang 1 si et seulementsia = [f=7.

Remarquer par exemple que, pour tout (x, y, z) € [Rg, (yz=x2) <= ((z=0) ou(x=1y)).

L'intersection est distributive par rapport a la réunion.
(b)

Une partie est ouverte si et seulement si son complémentaire est fermé.

Quelle propriété topologique posséde un sous-espace vectoriel de dimension finie?
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 15. [Enoncé] [Un corrigé]

1. La partie Q deR? ne serait-elle pas une boule ouverte, pour une norme & définir surR? ?
2. Appliquer le critére €', apres avoir vérifié ses hypotheses.

3. Cf. expression de la différentielle d’'une fonction différentiable via ses dérivées partielles (Proposition
20.23).

4, e Fixer (by,by) € Q=la; —r,a,+r[xlax—r,a+rl, puis remarquer que (by, az) € Q) et que

f(b1,b2) = f(ay,ax) = f(by,b2) — f(by,a2) + f(by,a2) — (a1, ar) .

o Exprimer sous forme d’intégrales le second membre de la précédente identité.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 16. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e Introduire l'arcy défini par
I — R”
Vle =~ @, xa@).
e Quevautlarc foy?
o Appliquer le Corollaire 20.38 (dérivée le long d'un arc), en vérifiant ses hypothéses avec soin.

2. Deux approches sont possibles.

(A) A laide de la formule livrée par la dérivée le long d’un arc et la Jacobienne de f.

e Le Corollaire 20.38 (dérivée le long d’'un arc) livre une formule pour g'(t) en fonction de la
différentielle de f et de la dérivée dey.

o Traduire matriciellement cette formule, en introduisant la base canonique %, deR" et la base
canonique %B,, deR™.

o Observer qu'une matrice Jacobienne de f apparait et calculer un produit matriciel.

(B) Alaide de la régle de la chaine.

e Justifier que la fonction
I — R"
Tl = tam,.x)
est différentiable sur I.
o Vérifier que les hypotheéses de la regle de la chaine sont satisfaites, puis l'appliquer pour calculer
les dérivées partielles de la fonction
I — R
E 1t — foa®,..,xn(0)= S (@), xp(0) 5.0y frn(1 (), ..., X, (8))

gl(tlv-urtn) gm(tl,...,tn)

et en déduire g'(t) = (g1 (1),..., &, (1)).
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 17. [Enoncé] [Un corrigé]

1. o Démontrer que, si x est un réel fixé, alors la fonction

fl,):R=R; y— f(x,¥)

est constante, avec des valeurs toutes égales a f(x,0).

o Démontrer avec soin que la fonction

R — R
x — f(x,0)

estde classe €' surR.
2. (a) e Ecrire f comme la composée de deux applications de classe €, en justifiant avec soin le carac-

tere €' de chacune.

o Calculer la différentielle de f grace a la formule de la différentielle d'une composée d'applica-
tions différentiables et en déduire des expressions pour ses dérivées partielles.

(b) e Introduire l'application

RZ - R?
u+v u-v
v (u,v) — )
2 2
S——
vi1(u,v) ya(u,v)

et justifier son caractére €' surR?.

o Calculer a—i(u, v), pour tout (u,v) € R?, en appliquant la régle des chaines apres avoir vérifié
ses hypotheses avec soin.

o Appliquer le résultat de la question 1.

» Considérer le changement de variable inverse a celui soufflé dans I'énoncé.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 18. [Enoncé] [Un corrigé]

1. e Introduireun arcy telque g = fovy.

o Appliquer le résultat sur la dérivation le long d'un arc, apres avoir vérifié soigneusement les hypo-
theses.

o Exprimer la différentielle de f a l'aide de ses dérivées partielles.
e Pour tout t € R, expliciter g'(t), en fonction de x, y, t et des dérivées partielles de f.
2. (a) Alaidede la propriété d’homogénéité vérifiée par la fonction f, calculer g'(t) d’'une autre maniére,
pour tout t € R.

(b) Spécifier le résultat de la question 2.(a) en un réel t bien choisi.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR UEXERCICE 19. [Enoncé] [Un corrigé]

1. o Quelle est la nature de la fonction f ?

o Legradient de f en (x,y) € R?> admet une expression en termes de dérivées partielles de la fonction
fen(x,y).

2. La détermination des points critiques de [ nous conduit a résoudre un systeme (non linéaire). Pour soi-
gner l'aspect logique, on peut procéder par analyse et synthese.

3. e Dans un premier temps, déterminer les points oit la fonction f peut atteindre un extremum local,
en appliquant avec soin la condition nécessaire d’existence d'un extremum.

o Pour étudier la nature d'un point critique (a, b) € R?, i.e. déterminer si

. f atteint un minimum local en (a, b) ;

. f atteint un minimum global en (a, b) ;

. f atteint un maximum local en (a, b) ;

. f atteint un maximum global en (a, b) ;

. [ natteint aucun extremum local donc aucun extremum global en (a, b) ;

on étudie le signe de
fla+x,b+y)-f(a,b)

pour (x, y) dansR? ou dans un voisinage de (0,0). On peut envisager deux grandes stratégies (il y en
a d’'autres).

(a) Chercher a démontrer que f(a+ x,b+y) — f(a,b) a un signe constant en développant, en ré-
duisant et en simplifiant, parfois a l'aide de la forme canonique d’'un trinome du second degré.

(b) Chercher a démontrer que f(a+ x,b+y) — f(a,b) n'a de signe constant dans aucun voisinage
de (0,0), parfois a laide de développements limités en introduisant un arc bien choisi pour
approcher (0,0) avec un unique parametre.

e Quant aux extremas globaux, on peut appréhender la question de l'existence de tels de deux ma-
nieres (au moins).

(a) On peut chercher a démontrer que f est bornée et essayer de jouer avec de la compacité, quitte
a restreinte le domaine d’'étude de maniere pertinente (cf. Théoreme des bornes atteintes).

(b) On peut essayer d’introduire un arc bien choisi dont l'image par | explose vers —oco ou +oo.
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR LEXERCICE 20. [Enoncé] [Un corrigé]

1. (a) Critere<€".
(b) e« Unecomposée d'applications différentiables est différentiable et on dispose d'une formule pour
la différentielle de la composée.
 Justifier avec soin que U'application

E — R

O

est différentiable sur E.
 Justifier avec soin que U'application

(idg, idg) ‘E - ®

— (x,x)=x?

est différentiable sur E.

e Remarquer que sia: E — R et b: E — R sont des applications différentiables, alors l'applica-
tion
E - RxR

@b | (), o)

est différentiable sur E et que, pour tout x € E, pour touth € E

dla,b)(x)-h=(da(x)-h, db(x)-h) .

2. Théoreme des bornes atteintes.

3. (a) e SixeE\ {0g} alorslevecteur ﬁ appartienta S.
X

o Comparer f(x) et f (”—jz”) pour un vecteur x € E\ {Og}.

(b) Justifier que la partie E\ {0g} de E est ouverte et appliquer la condition nécessaire d'existence d'un
extremum local.
4. (a) Démontrer que le vecteur u(e;) appartient a (Vect (el)L)l.
(b) Considérer x € elL et démontrer que (e, u(x)) =0, a l'aide de la question 3.(a) et du caractere sy-
métrique de u.

5. Se reporter au Théoreme 19.61 pour l'énoncé et adapter la démonstration donnée dans le polycopié du
cours distanciel, pour élaborer une démonstration par récurrence sur la dimension de Uespace euclidien
ambiant, sappuyant uniquement sur les Question 4.(a) et 4.(b).
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Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

INDICATION(S) POUR L’EXERCICE 21. [Enoncé] [Un corrigé]

Raisonner par analyse et synthese comme soufflé dans l'énoncé.

Justifier que la trace est différentiable sur 4, (R) et calculer dTr(A), pour tout A€ M, (R).

Une combinaison linéaire d'applications différentiables est différentiable.

La différentielle est linéaire.

Caractérisation des applications constantes sur un ouvert connexe par arcs.
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INDICATION(S) POUR EXERCICE 22. [Enoncé] [Un corrigé]

0
1. o Soit u € R fixé. Justifier que la fonction d_g (u,-) est constante sur R et donc que
u

)
voer  28wn=8u.0.
ou ou

e Soit v € R fixé. Remarquer que la fonction

R — R

g(" V) u — g(u, U)

est de classe €* surR et exprimer sa dérivée a l'aide d'une dérivée partielle de g. Appliquer alors le
Théoreme fondamental de 'analyse, pour obtenir une expression intégrale de g(u, v)—g(0, v), pour
toutu e R.

o Vérifier avec soin la régularité sur R des fonctions ¢ ety qui apparaissent.
2. (a) e Introduire l'application 8 définie par

RZ — [R2

(v, v) — |au+pPv,yu+dv
—_—— ——

01 (u,v) 02(u,v)

etexprimer g al'aidede f et0.
e Une application linéaire est de classe €°.

2

0
o Appliquer la regle de la chaine, plusieurs fois, pour calculer 3 (;g
vou

(b) e Choisira, ,y,0 comme préciser dans I'énoncé. Plusieurs choix sont possibles.

(u, v), pour tout (u, v) € R%.

o Appliquer la Question 1.

» Modifier éventuellement les fonctions ¢ et v que nous livre la Question 1, en composant a la
source par une fonction affine, qui est de classe €>.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 1. [Enoncé] [Indication(s)]

e Ondémontre f(x,y) f(0,0)=0, i.e.
(x,)—(0,0)

2.2

X

2 . 2 0.

VT @y ll=v/a?+y? =0
Soit (x,y) € R>\ {(0,0)}. Comme y*> =0

(%) 05x25x2+y2

et comme x% =0
(x%x)  0s<y’<x*+)°.

Comme les inégalités (%) et (x*) ne mettent en jeu que des nombres réels positifs ou nul, on peut les
multiplier membre-a-membre pour obtenir

0<%y < (% +y%)°

Comme x> + y? = 0, il vient

2.2

X7y 2, .2 2
0 f(x,y):= =x"+y =\, .
fey= 570 Vabl [ER0]
Par Théoreme d’encadrement, f(x,y) 0.
|G| —0

e On démontre la discontinuité de g en (0,0) a l'aide du critere séquentiel.
Posons, pour tout n € N*

n n

Comme les suites numériques (xX,) nen: €t (¥n) nen+ convergent vers 0, la suite vectorielle ((xn, yn)) neN*
tend vers (0,0) lorsque n tend vers +oo.

Comme
XnyYn 1

2 2 " 9 ..,
xn+yn 2 n—+oo

1
gxXn, yn) = §¢0=1g(0,0)

la fonction g n'est pas continue en (0,0).
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 2. [Enoncé] [Indication(s)]

1. On souhaite démontrer que

5

flx,y) = £(0,0) =0;.

2)2 4
Y =X97+ X% pll=v/ -0

Soit (x,y) € R?\ {(0,0)}. Comme (y — x*)? 20, (y — x*)*> + x* = x*. Donc

x° |x| x* |x| x*
0< ) | = = < =|xls\/x2+y?=|(x,»] .
ey (y-x2+xt] (y-x2+xt - Xt =yt 2= oy
Ainsi, par Théoreme d’encadrement, f(x, y) ol f(0,0).
(x| —0

2. Soit h = (hy, hy) € R?\ {(0,0}. Donc au moins l'un des nombres hy, hy est non nul.

Soit t € R*.
f((0,0) + t(hy, h2)) — £(0,0) _ f(thy, thy)
t t
! ° h3
ot (thy—-2hD)2+ 4Rl

41,5
t* B
2 hi—213hi hy +2t* by

21,5
12 h
h5—2thi hy +2t> h}

On distingue alors deux cas.

e Casou hy #0.
Si hy #0, alors
f(O,0) + t(hy, ) - f(0,0)  £2h3
t t —0 h% t—0

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hy, hy) et
Dy, f(0,0)=0.

e Casou hy =0.
Supposons hy = 0. Alors comme h # (0,0), h; #0.

f0,0)+ t(hi, hp)) - £(0,0) _ 2h) Iy h

t T22Kt 2 -0 2

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur h = (hy, hy) et

n
Dj,f(0,0) = 71 .
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UN CORRIGE DE EXERCICE 3. [Enoncé] [Indication(s)]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

o Premiere dérivée partielle.
Soit t € R*.

0,0) + te;) — f(0,0 £,0 - f(0,00 P@®H-PO 1[& 1 -
(0,0 jl) f0,0 _ f( )tf( ) _ ()t ()=;(Z kt’“—ao):zakt“

Nous en déduisons
f((0,0) + te;) — £(0,0) n-l
= Z k+1t —day.
t k=0 —0

Donc la fonction f admet une dérivée partielle premiere en (0,0) dont la valeur est donnée par

ﬁ(0 0)=
e Deuxiéme dérivée partielle.
Soit t € R*.
0,0) + te2) — (0,0 0,8)—f(0,0 P(it)—P(0 1[& ) L ke
f((0,0) jz) I ):f( )tf( ): (l)t ():;(Z (zt)k—ao):Zaklktkl
k=1

Nous en déduisons
f(0,0) +tep) - f(0,0) "=t 4
r = Z af+11

tk—> api.
—0

Donc la fonction f admet une dérivée partielle seconde en (0,0) dont la valeur est donnée par

g(o O)=ayi.
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UN CORRIGE DE EXERCICE 4. [Enoncé] [Indication(s)]
On note (e, e2) la base canonique de R2.

o Premiere dérivée partielle.
- SoitteR*.

f(0,0) +1te) - (0,00 _ f(£,0) =~ f(0,0) _ S(®) —S(0)
t r r

- D'apres le cours, nous savons que la fonction

I-R,R[ — C

S||-R.RI +ZOO n
o t — ant
n=0

est de classe € sur]— R, R[ et que ses dérivées itérées s'obtiennent en dérivant terme-a-terme.
La fonction S)1-p,g[ est en particulier dérivable sur] — R, R| et, pour tout t €] — R, R|[

+o00o
(Sy-rr) () =Y na,t"".
n=1

- Ainsi
f((0,0) + te1) — £(0,0) _ S(1)—S(0)

r t t—0
Donc la fonction f admet une dérivée partielle premiére en (0,0) dont la valeur est donnée par

0
é(0,0) =Aa .

(Sl]—R,R[),(O) =a.

e Deuxiéme dérivée partielle.

- Soitt e R*.
f((0,0) + tex) — (0,00  f(0,1)— f(0,0)
t t
S -S(0)
B t
1 +00 k
= 7 Y apin® —ag
k=0
+00
— Z akiktk_l
k=1
& k+1 .k
= Z ak+]_l * t
k=0
- Onobserve que, pour toutr € Ry, la suite (a, ") ,en est bornée si et seulement si la suite (an+1 i"“r”)ne,\I
est bornée, puisque i est de module 1. Donc le rayon de la série entiere Z Ans1i"12" est le méme

n=0
que celui de la série entiere ) a,z". Il vaut donc R.
n=0
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- D'apres le cours, la fonction
DO,R) — C
+00
z — Z Qi1 ik+1zk
k=0
est bien définie et continue sur D(0, R). En particulier

+00
N ap i =T —TO) = ari.
k=0 r—0

- Nous en déduisons

0,0) +te) — f(0,0) X
[0 +1e) = OO0 _§¥  keik g
r k=0 t—0

Donc la fonction [ admet une dérivée partielle seconde en (0,0) dont la valeur est donnée par

0
—f(0,0) = ali.
dy
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 5. [Enoncé] [Indication(s)]

e Soienth = (h;, hy) € R?.

fla,b)+(h,hp) = fla+hy,b+hy)

(@+hy)3+(a+hy)(b+ hy) + (b+ hy)?

a® +3a®hy +3ah? + h} + ab+ ahy + bhy + hyhy + b* + 2bhy + hj

= @ +ab+b>+3a’hy +ahy + bhy +2bhy +3ahi + I3 + hyhy + 15
Flab) Lihy,h) r(hy,hy)

e Lapplication
RZ - R

LoV ihy) — 3a2hy+ahy+bhy +2bh

est linéaire.
e Onobserve que|hy| < | k| et|hy| < ||kl Ainsi

0 < |r(hy, ho)| < 3lallhy >+ hy P + k1] ol + | hol? < 3lal | RIZ + [ RIP + I RIZ + 1121 = Blal +2) | hI? + | kI®

puis
Ir(hy, hyp)|
0= === = Blal+2) [kl + I
hi,h
Par Théoreme d’encadrement, 7, hp)l O et doncr(hy, hy) = 0 (I(hy, h) D).
IRl h=(h,h) —0,0) (h1,h2) —(0,0)

e Nous déduisons de cette étude que

fW(a,b)+ (hy, hp)) = f(a,b)+ L(hy, hy) + (hl,h2)0—>(0,0)(”(h1, h2) 1)

oit L est Uapplication linéaire de R?> dansR qui & (hy, hy) associe3a®hy + ahy + bhy +2bhs.
Lapplication f est donc différentiable en (a, b) et

RZ - R

@D | (1 by — 3aPhy+ahy+bhy +2bhs.
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UN CORRIGE DE EXERCICE 6. [Enoncé] [Indication(s)]

1. SoitheE.

fla+h)=f(a)+ f(h) [f estlinéaire] .

Nous en déduisons que | est diffentiable en a et que df (a) = f.

2. D’apres la question 1
E — Z(EF)
d
f a — df(a)=f.

La différentielle df est une application constante égale a f.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 7. [Enoncé] [Indication(s)]

1. Soiti€[1,n].

e D’apres la Proposition 20.12, comme f est différentiable en a, elle admet des dérivées en a dans
toutes les directions, en particulier dans la direction e;. Donc la i-eme dérivée partielle de f en a,

0
notée D,, f (a) ou O_f (a) existe. D'apres la Remarque 20.17
Xi

of . _ o
G_xi(a) =Dy, f(a) = df(a)-e;.

o Lesarguments sont les mémes pour g et la formule pour la i -eme dérivée partielle de g en a s'énonce

0
O_Ji(a) :=De, g(a) = dg(a)-e; .

n
2. Soitx = Z xj.e; un vecteur de E, ot x1,...,x, € R.
i=1

df (a)-(x)

df(a)-(i x,-.ei)
i=1

. df(a)-e; |df(a) estlinéaire]

I
s
&

~
I
—

of .
.O—Xi(a) [question 1]

I
™M=
&

~
I
—

I
™M=
&

~
Il
—

0
a—g (@) [cf hypothese sur les dérivées partielles de f et g en al
Xi

I
s
&

~
Il
—

..dg(a)-e; |question 1]

= dg(a)-(in.e,-) [ dg(a) est linéaire]
i=1

= dg(a)-(x)

Donc les applications linéaires df (a) et dg(a) de E dans F coincident.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 8. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Soit He 4, (R).

f(A+H) (A+ H)3

(A2+ AH+ HA+ H>(A+ H)

= A+ A°H+ AHA+ AH?>+HA>+ HAH + H*A+ H?
= £+A2H+AHA+HA%+AH2+HAH+H2A+H3;

FlA) L(H) r(H)

e Lapplication
M[R) — Mn([R)

L H ~— A’H+AHA+ HA?

est linéaire.

o Comme||-|| est une norme d’algebre

0 = [r(EI
< |AH*+ HAH+H*A+ H3|
< |AB?||+IHAH|+ | H?A|| + || 23|
< Al IHI?+IHI IAI IHI+ | HI? |Al+ | HII®
= 3AI I HI*+ | HI?
puis
|l (H)|l
0= <3| Al IHI+ 1 HI?.
| HIl
L , lr (H)
Par Théoreme d’encadrement, Or etdoncr(H) = o (IHID.
1HI H—0u,m H—0.u,®

e Nous déduisons de cette étude que

f(A+H)=f(A)+L(H)+H 0 (H1D
)

—0un®

oit L est l'endomorphisme de #,,(R) qui a H associe A>H+ AHA+ HA?.
Lapplication f est donc différentiable en A et

MR — An(R)

af(A) H — A’H+AHA+ HA?.

2. Comme lapplication f est différentiable en A, elle est continue en A. Cf. Proposition 20.12.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 9. [Enoncé] [Indication(s)]

e Soit (hy, hy) € R2.

f((a,b)+(hy,hy)) = f(a+hy, b+ hy)
= sin(a—b+ hy — hy)
= sin(a— b) cos(hy; — hy) + cos(a— b) sin(h; — hy)

Quand (hy, hy) tend vers (0,0), hy tend vers0 et hy tend vers 0. Ainsi quand (hy, hy) tend vers (0,0),
hy — hy tend vers 0. D'apres les DL1 de cos et sin en 0

cos(hy —hy) =1+ (h; — hy) €1(hy —hy) et sin(hy — hy) = (hy — hy) + (hy — hy) €2(hy — hy)

ol

€1(h)—h)) —— 0 et &3(h)—hy)
(h1,h2)—(0,0) (h1,h2)—(0,0)

Ainsi

f(a,b)+ (hy, hy))

sin(a—b)(1+ (hy — hy) €1(h; — hy)) +cos(a— b)((hy — hy) + (h; — h) €2(hy — hy))

= sin(a— bl+gos(a -b)(hy— h2),

f(;lryb) linéaire;;l (h1, ho)
+ (= hy) (sin(a—b)e1(hy — hy) + cos(a— b)ez(hy — hy))
r(hy,hy)

On observe
0<|r(hy, hp)l =2 |[(hy, h) |l (le1(h1 — h)| +|€2(h1 — ho)l)

et donc par Théoreme d'encadrement

r(hy, hy) = 0 (I Chy, B2 .
(h1,h2)—(0,0)

Ainsi
fla,b)+(, ) =sint@—b) +cosl@a—b) —ha)+ o (IChs, k).

(h1,h2)—(0,

f(a,b) linéaire en (hy, hy)

Comme nous avons obtenu un DLI de f en (a, b), Uapplication f est différentiable en (a, b) et de plus la
différentielle de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL, i.e.

— R

R2
df(a,b) ‘(hbhz) — cos(a—Db)(hy —hy).

e Par définition, la matrice Jacobienne de f en (a, b) est

of of

a(a, b) a

(a,b)):(df(a,b)-el df(a,b)-e;) = (cos(a—b) —cos(a—Db))

2. e Lapplication g est linéaire. Elle est donc différentiable sur R? et sa différentielle en (a, b) (et en tout
point deR?) est égale a g. Donc
dg(a,b)=g.

o Par définition, la matrice Jacobienne de g en (a, b) est

1 1
Matie, e,)( dg(a,b)) = Matie, e,)(8) = (1 _1) :
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 10. [Enoncé] [Indication(s)]

1. (a) i. Raisonnons par l'absurde et supposons que o possede au moins (n — 1) points fixes. Comme o
n'est pas l'identité, o ne peut avoir n points fixes. Donc o possede (n — 1) points fixes.
Soit i le point de 1, n] tel que o (i) # i. Comme (i) # i, (i) est un point fixe de o et donc
o(o(i)) = o(i). Comme o est injective, 0 (i) = i. Contradiction.
Ainsi ¢ := Card(Fix(0)) < n—2.
ii. Oncalcule

n
[TUn+Hliowy = | 1 [In+H]l-,am) ( [ [In+H]i,am)
i=1 i€ Fix(o) i€[1,n]\Fix(0)
= [T a+ hi,i)) ( I1 hi,a(i))
i€ Fix(o) i€[1,n]\Fix(o)
On en déduit
n
0 < |[[Un+Hliow

i=1
S 0 LR )

ieFix(o) i€[1,n]\Fix(o)
< I1 (1+|hl~,i|))( I1 |hl-,g(l-)|) [inégalité triangulaire]

ieFix(0) i€[1,n]\Fix(o)
< I1 (1+||H||)) ( I1 ||H||) [I-| est la norme sup)

ieFix(0) ie[1,n]\Fix(0)
< A+|HINDC NIHN™C [c:= Card(Fix(0))] .

Donc
n
[T+ Hli o
i=1 —c—1
<(@+IHD IHI" .
I HIl

D’apres la question 1, c< n—-2 etdoncn—c—12= 1. Aussi a-t-on

A+ I HIDE |H|" e OR -

—0u®
Par Theoreme d’encadrement, il vient donc

n
[TUn+Hligw) = y :1HE

i=1 =04,

(b) On démontre le résultat par récurrence finie sur k € |1, n].

e Initialisationa k =1. . X
[Ta+hi)=1+hi1=1+) h;;.
i=1 i=1

Le résultat est donc observé pour k = 1.
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o Hérédité. Soit k € [1,n—1] tel que
k k
[Ta+hi)=1+Y hii+ o (HI.
i=1 i=1 ~0utnwo
On calcule
k+1 k
[Ta+hi) = A+~ [[JA+Ri0)
i=1 i=1
k
= (I1+hgs1,k+1) 1+Zhi,i+ o (IHI
i=1 H—=0_4,00
k k
= 1+ N1+ Rii+ B O Rii+ L+ hges) . o (LHID
P} -1 H=0.s,,06)
k+1 k
= 1+ hii+ ) hiihia e+ Q+heee) . o (LHID
i=1 i=1 H—=0.4,1)
rJJ)
Il reste a démontrer r(H) = o (IHID.
=0,
k
lrml = > |hii| [Akrn ke | + Q4 [ Reen ke ]) 0 (||H||)' [inégalité triangulaire]
i=1 H—=0_4,)
k
< IHI? + (1 + [IHII) ‘ 0 (IIHII)‘ [I-I est la norme sup)
in1 H—0_4, 00
= kIHI*+ 1+ |HI) ' 0 (||H||)'
H=0.4,1)
Donc
()| _}00 (1 H1D
0<-—— <kIH[+1+ [H|) | — X
I Hl (Il H)
Par Théoréme d'encadrement, on en déduit r(H) = 0 (HI).
—YVln )
2. Soit He 4, (R).
fU,+H) = Det(I,+H)
n
= Y &) [[Un+ Hliou
oeG, i=1
n n
= [ln+Hijay g0+ 2 €@ []Un+Hliow
i=1 UEGn\{id[[lyn]]} i=1
n
= [Ja+hid+ o (HI) [Question 1.(a).ii]
i=1 H—=0,4,1)
n
= 1+) hij+ o (I1HI) [Question1.(b)]
i=1 H—0.4,06)
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Nous avons donc établi
fU,+H)=1+Tr(H)+ o HID

=04,

3. D'apres la question 2, si H € 4,,(R)

fU,+H)=Det(l,) + Tr(H) + 0 (I HID
—— N~—— =04, 06
Jien) linéaire en H

Comme nous avons obtenu un DLI1 de [ en I, l'application f est différentiable en I, et de plus la diffé-
rentielle de f en I,, est donnée par la composante linéaire de ce DL1, i.e.

afl,) ="Tr.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 11. [Enoncé] [Indication(s)]

P 0
o Etude de la dérivée partielle %
Soit y € R fixé. Lapplication
G x= flx,y) =sin(x® - y?)
est la composée d’'une fonction polynomiale par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f par
rapport a x existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

Q:Rz

i —-R; (x,y)—2x cos(x2 — yz)

est continue surR?.

of

o Ftude dela dérivée partielle 3
y
Soit x € R fixé. Lapplication
f(x,): y— f(x,y) =sin(x* - y?)
est la composée d’'une fonction polynomiale par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f par
rapport a y existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

g:RZ

3y —R; (x,y) — —2y cos(x* — y°)

est continue surR2.

e Conclusion.
D'apres le critere €, la fonction f est de classe €' sur R?, donc différentiable sur R? et pour tout (x,y) €
R? sa matrice Jacobienne en (x, y) est

(2x cos(x? —y?) -2y cos(x? - 7))
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 12. [Enoncé] [Indication(s)]
SoitheE.

fla+h)

{u(a+h),a+nh)
{(u(a) +u(h), a+h) [u estlinéaire]
Su(a), a)/+5 uh),a)+<{ula, hz+(u(h), h) [bilinéarité du produitscalaire]

fla) linéaireen h

Si l'on prouve
(%) (uth), h)= o (lhl)
h—0g

alors nous aurons le DL1 de f en a suivant

fla+h) = f(a)+{ulh), a)+(ula), hz+h30 (Al

linéaireen h

et nous pourrons conclure a la différentiabilité de f en a et affirmer que df (a) est donnée par

E — R

af@ |ty ay+ (u@), hy.

Démontrons (x). Lapplication u est un endomorphisme de E, qui est un espace vectoriel de dimension finie. Il
existe donc C > 0 tel que
(x*%)  VxeE, [u®l=Clx].

Soit h € E. D'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (x )
0<Kuh), k) <llut Ikl < ClRI>.

Par Théoreme d’encadrement
(u(h), hy=_o (lhl)
h—0g
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 13. [Enoncé] [Indication(s)]

1. SoitH € ‘%(O.ﬂn(R)r 1).

* Au moyen d’'un raisonnement par récurrence et de la propriété d’homogénéité de la norme |-|, on
démontre que
VY peN, 0<|(-DPHP|=<IHI".

D’apres le cours sur les séries gé¢ométriques, comme | H|| < 1, la série Z | H|IP converge.
p =0
Par théoreme de domination sur les séries a termes réels positifs, la série numérique ) ||(-1)” H? ||
p =0
converge, i.e. la série matricielle Z (—1)P HP est absolument convergente.
Comme M, (R) est un espace v:;(())riel de dimension finie, on en déduit que la série matricielle
Y (=1)? HP converge dans M, (R).
p =0

e PourtoutqeN
q
x) Ip+H)x| Y DPHP|=1,+ (=19 ga+l [somme télescopique)]
p =0

e Pourtoutq €N
0= [0 HIY| < 1 HITH .

Comme |H| <1, |H||9* (-7 I ——0, i.e;

q—+o0

0. Par Théoreme d’encadrement,

g—+o0

(k%) (DITTHIY —— 0w .

g—+o0

e Lapplication
MR —  Mu(R)
M  — (I,+HDM

est linéaire. Comme M, (R) est un espace vectoriel de dimension finie, l'application u est continue
et donc

q q +00 100
(%% %) (In+H)x( Y (-1 HP) = u( Y (-DP HP) v u( > (—l)pH”) = (In+H)><( > (=DPHP

p=0 p =0 p=0 p=0

* De (%), (%) et (x % %), nous déduisons, en faisant tendre q vers +oo, que

+00
(I, + H) x ( > (—1)PHP) =1,.

p=0

+0o0
La matrice I, + H est donc inversible, d’inverse Z (-1)P HP.

p =0

2. Soit H € B0 4,w),1). Soit q € Nxo. D'apres l'inégalité triangulaire, 'homogénéité de la norme ||| et le
fait que la norme ||-|| est une norme d’algebre unitaire

q
> (=DPHP
p=2

(%)

q
<Y IHIP.
p=2
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Comme la série matricielle Z (=1)P HP converge et que la norme ||| est continue (elle est 1-lipschtizienne)

p =0
Z (-)PHP|| —— —-1)PHP
p=2
D’apres les résultats sur les séries ggométriques
1 I H |12
Y IHIP -1-lHll = .
p=2 g—+oo 1— | Hl 1-[H]
En faisant tendre q vers +oo dans (%), il vient donc
+00 H 2
0< Z (- 1)!’ HP & .
p=2 ~1-HI
+00
Par Théoreme d'encadrement, Y (-1)"H"= o  (IHID.
p=2 H=0.,®

3. Soit H € $(0_4,®),1). D'apres la question 1, I,,+ H € GL,(R).

f(In+H) = (In+H)_l

+00
= Y (-DPHP |[question 1]
p=0

= I,-H+Y}%(-1PHP

= I, + (-H) + o (IHI) [question?2]
~—~ ~—— —0u,®)
f,) linéaireen H

Nous avons établi un DL1 de f en I,,. Nous pouvons conclure a la différentiabilité de f en I, et affirmer
que df (I,) est donnée par

M[R) — MR

df (L) ‘ = A

4. (a) SoitHe B (Oﬂn(u@), ) Comme ||-|| est une norme d’algebre unitaire

1
A7

|A7 H| < ||A7Y| 1HI <1.
_—

>0 <1/||A7Y

On peut donc appliquer les résultats de la question 1 a H — A" H.

La série matricielle Y (—1)P (A" H)P converge et
p =0

+00

In+ A" H) x ( G (A‘IH)P) =1Ip.
p =0

Ainsi

+00
I+ ATTH) =Y (—DP (AT )P
p =0
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1
(b) Soit H € 9B (Oﬂn(u@), A—‘ln) D'apres la question 4.(a), la matrice (I, + A"' H) est inversible. Donc

la matrice
A(l,+A 'H)=A+H

est également inversible (GL, (R) est stable par produit).

On calcule

f(A+H) (A+ H)™!

(AU, + A H)™

(I,+ A 1TH)1 A1

+00
= Z(—l)’”(A'lH)”) A™' [question 4.(a)]
p =0

A—l

+00
= |I,-AT'"H+ Y (-DP (A )P
p =2

AL,

+00
-1 71 -1 _1\Pra-l1 p
At+(-ATHA )+(pZ:2( NP (A H)

fA linéaire en H

Le résultat sera donc établi si I'on prouve

+00
(%) ( 2 (—1)”(A‘1H)”) A= o (IHI).

p =2 0itnm
Au cours de la question 2, nous avons établi

IH|*
1-|HI

+00
Z (-1)P HP
p=2

0=

=<

pour toute matrice H de norme strictement inférieure & 1. Comme ici A~'H & une norme stricte-
ment inférieure a 1 (cf. question 4.(a)), on peut spécialiser cette inégalité a H — A~ H pour obtenir

+ AL H|P AP
0<|Y Pt < ” _1” < ” J IH|? .
= 1-[|A7H| ~ 1- A H]|
Nous en déduisons
(f | a7t =) Y Py a7 Ll -
(5 %) 0< DA H)F|A < D (A" H) A ||ls—— |H|I.
p =2 p =2 1 - ||A_1H||
Lapplication
Mu[R) —  Mp(R)
Hat M — AlM

est linéaire et /4, (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie. Donc |4 4,1 est continue et

AT H = pyo () tat (0.,®) = 0., )

H=0./,m
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Le.
kxx) ||ATH]|

Or -

H—=0_4,m

De (x%), (% x %) et du Théoréme d’encadrement, nous déduisons

+00
Y -DPATTHP| AT = o (IHD)

p =2 H=0un®

ce qui acheve la démonstration. Soit
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 14. [Enoncé] [Indication(s)]

1.

¢ Introduction des fonctions coordonnées.

Si on pose
fl:lR{?’—>R;(x,y,z)-—>x+y+z et fgz[R{3—>IR;(x,y,z)-—>xyz

alors pour tout (x,y,z) €R3, f(x,y,2) = (fi(x,,2), (X, 7,2).
P 0
Etude de la dérivée partielle 6_];1
Soient y, z € R fixés. Lapplication
HGya)ix— filx,y,2)=x+y+z

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a x existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

of

:R3—>IR; x, 9,2 —1
ox (x,¥,2)

qui est continue surR3.

P 0
Etude de la dérivée partielle a—fl
Soient x, z € R fixés. Lapplication
filx,,2):y— filx,y,2)=x+y+z

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f1 par rapport a y existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

o

ay:ﬂlf’—»l]%;(x,y,z)»—»l

qui est continue surR.

P 0
Etude de la dérivée partielle a—fl
z

Soient x, y € R fixés. Lapplication
i, y,):z2— filx,y,2) =x+y+z

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de fi par rapport a z existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

o

:R3—>R; x,12)—1
3z (x,¥,2)

qui est continue surR3.

P 0
Etude de la dérivée partielle a_j;z
Soient y, z € R fixés. Lapplication
L6132 x— falx,y,2) = xyz

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a x existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

ofs

:R3—>IR; Y, 2) —
ox (X, ,2)— yz

qui est continue surR3.
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P 0
¢ Etude de la dérivée partielle a_fz
Soient x, z € R fixés. Lapplication
folx,,2): y— fo(x,1,2) = xyz

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a y existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

ofs

ay:R3—>IR; X, 9,2)— xz

qui est continue surR3.

z
Soient x, y € R fixés. Lapplication

o Ftude dela dérivée partielle

Ly y— fa(x,y,2) =xyz

est une fonction affine, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport a z existe donc
surR3 tout entier et elle est donnée par

o

:IR3—>IR2; (x,y,2) — xy
0z

qui est continue surR3.

o Dapres le critere €', la fonction f est de classe €' surR3, donc différentiable sur R3 et pour tout
(x,y,2) €R®

1 1 1
Mdl:%?“,@z( df(X, ) 2)) = (yz Xz xy)

oiL %3 désigne la base canonique de R® et B, désigne la base canonique de R?. Ainsi pour tout
(hlr hZ) h3) € Rg

df(xyyrz)'(hlth)hfS) = (hl +h2+h3 ’ yZhl +th2+xyh3) .
2. (a) Soit(x,y,z) €R3,
df (x,y,z) nest pas surjective < Rg(df(x,y,2z))<2

< Rg(Matg, »,(df(x,y,2)) <2

— Rg((1 1 1))<2
vz Xxz Xy

1 1 1 X N
- Rg((yz Xz xy))—l [le rang ne peut étre nul ici|

= yz=Xxz=XxJ).
Donc

RP\U={(x,,2) R’ : yz=xz et xz=xy} ={(x, 5,2 eR® : yz=xz} [ {(x,3,2) eR® : xz=xy}
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Comme pour tout (x, y,z) € R

(yz=x2) <= ((z=0) ou(x=1y)) et (xz=xy) <= (x=0)ou(y=2))

il vient
R\U = {x,y,2eR: z=0} U{(x,y,2) eR® : x=y}
Py Py
N
{x,y,2) R’ : x=0} U {(x,5,2)eR’ : y=2}
Py P,
= (PINPIUMPINPYUP2NP3)UP2N Pa).
On observe
Py N P;={(x,y,2) €R®: z=0 er x=0} =Vect((0,1,0))
PiNPy={(x,5,2) €R3 : z=0 er y =z} = Vect((1,0,0))
Py N P3={(x,y,2) €R®: x=y et x=0} =Vect((0,0,1))
PN Py={(x,y,2) €R®: x=y et y =z} =Vect((1,1,1))
Donc

R*\ U = Vect ((0,1,0)) | J Vect ((1,0,0)) | Vect ((0,0,1)) | ] Vect((1,1,1)) .

(b) Comme un sous-espace de dimension finie est fermé, les sous-espaces vectoriels Vect ((0,1,0)),
Vect((1,0,0)), Vect((0,0,1)) et Vect((1,1,1)) sont fermés dans R3. Lensemble R3\ U est donc fermé
dans R3, comme réunion d'un nombre fini de parties fermées de R3. On en déduit que U est une

partie ouverte de R3.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 15. [Enoncé] [Indication(s)]

1. Sionintroduit la norme infinie sur R?

I R - Ry
* (x1,Xx2) — max(|x|,|x2])

alors
Q = lag—nay+r(xlap—ray+r]

{1, ) €R? : |x1—ayl < er|xy—apl < r}

{(x1, x%2) €R? 2 [1(x1, x2) — (a1, @2) oo < T}

By ((a1,a2),1) .

Comme une boule ouverte est un ouvert, la partie Q) est un ouvert de R2.

2. La fonction [ admet des dérivées partielles suivant les variables x; et x,, en tout point de Q, et les fonc-

tions
o | T, o TR,
oxy1| x — a—xl(x)=0 0xp| x — G_JCZ(x):O

sont clairement continues sur Q. D'apres le critere €', la fonction f est de classe €' sur Q, en particulier
différentiable sur Q).

3. D'apres le cours (Proposition 20.23), pour tout x € Q, pour tout (hy, hy) € R?

_, 9f of . _
af(x)-(hy, hy) = hy PP (x)+ hy % (x)=0.

Donc df (x) € Z(R?,R).

4. Soit (by,by) € Q=]a;—r,a1+r[x]ax—r,ay+r|. On observe que le point (by, ay) € Q. Comme les dérivées
partielles de f existent et sont continues en tout point de ), le Théoreme fondamental de I'analyse livre

f(b1,b2) = flar,a2) = f(b1,b2)— f(b1,a2)+ f(b1,a2) — (a1, ar)

bz a b1 6
—f(bl, x2) dxz +f —f(xl, ap) dx;
az 0)62 a 6x1

= 0.

La fonction f est donc constante sur Q).
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 16. [Enoncé] [Indication(s)]

1. e Soity l'arc défini par
I — R
t = (x(1),..., x,(1).

Par hypothese, pour tout t € Q, y(t) € Q. Donc l'arc y est tracé sur Q. De plus la fonction y est
dérivable sur I, car ses fonctions coordonnées x;, ..., x, le sont (hypothése HI).

Y

e D'apres 'hypothése H2, la fonction f est différentiable sur ().
e Les hypotheses du Corollaire 20.38 (dérivée le long d’'un arc) sont vérifiées. En l'appliquant, il vient

(CI) larc foy: I—-R™; t— f(x1(t),...,x,(1)), qui coincide avec l'arc g, est dérivable sur I ;
(C2) pourtouttel
x) g =(fop' (0= dfy®) -y (.

2. Nous donnons deux solutions.
(A) Alaide de la formule livrée par la dérivée le long d’'un arc et la Jacobienne de f. Nous notons %, la
base canonique deR" et ,,, la base canonique deR™.
o Nous savons que
Y (1) = (x(D),..., x,(1))

et donc les coordonnées dey'(t) dans la base 98, sont données par

x1 (1)
Matg, (Y (1)) =
X, (1)

e D'apres la Proposition 20.23 (expression de la différentielle d'une application différentiable
via ses dérivées partielles), la matrice Matg, g, ( df (y(1))) = Mateg, s, (df (x1(8),...,x,(1)))
est donnée par (cf. Jacobienne de f envy(t))

5 5 5
O o n@® L@ n @ . (0, xn ()
oy 0y 0Yn
5 5 P
02 (a0 n @) . (0, xn ()
oy 0y Oyn
I . S
Om (e @ xn(®) 2210 xn®) . 18 20
0y 0y2 Oyn

e De (%) on déduit

Matg,, (g'(t)) = Matg,, (df (y(1)) -y (1)) = Matg,, =, (df (y(1)) x Matg, (Y'(1)).

Version du 23 mars 2022 [08h21] 58 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

Ainsi Matg, (g'(1)) égale
ofi ofi dh

(1 (0), .., x0(0)  =—(x1(0),..., x5(0)) ... (x1 (1), ..., xp (1)) X (1)
on 0y 0yn

0
ﬁ()(,'l(t), ;xn(t)) ﬁ()(,'l(t),,xn(t)) f2 (XI(t),,xn(t)) xé(t)
oy 0y» 0¥n X
3fm 0fin O ,
an (x1(8), ..., xn (1)) 3y, (x1(8),..., xp(2) ... 3, (x1(8), ..., xn (1) x,,(1).

En calculant ce produit matriciel, il vient

Z x; (1) —(xl(t), - Xn (1))

Zx (t)—(xl(t), o Xn (1))

Matg, (g'(1) =
fm
Z (r) (x1(8),..., Xn (1))
i=1 i
Donc
/ ZJi L !/ ﬁ fm
g = Zx(t) (xl(t), LXxn(0), ) xi(D) y(xl(r), ,xn(t)),...,z Ht 3, oy Xn (1))
i=1 i=1
(B) Alaidedela regle de la chaine.
e Larcy défini par
I — R"

Yt = ... x,0)

est dérivable sur I. Comme y est une fonction d’'une variable, elle est différentiable sur I. Cf.
Proposition 20.21 (Différentiabilité et différentielle de fonctions d'un ouvert de R dans R™).
e D'apres 'hypothése H2, la fonction f est différentiable sur ().

» Nous pouvons donc appliquer la regle de la chaine (Proposition 20.40) pour calculer la dérivée

de
I - R™

E 1t = fa@,.,xn@®=|AGL®,...,x(8), ..., 01 (0),..., X (D)

gi(t,e.., tn) gm(t,es, tn)

Nous obtenons, pour tout k € [[1, m]

dgk Ofx
—(t) §
i=1 ay

ie.
AOE Z x5 (1) —(xl(t), X (D).

Version du 23 mars 2022 [08h21] 59 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

Comme g'(t) = (g,(1),..., 8, (1)), il vient

0
I (x1(2), ..., xp (1)) ] .
0yi

gw=1> xi a—ﬁ(xl(t),...,xn(t)), DA 6—’?(x1(t),...,xn(t)), ey D X5(D)
i=1 Vi i=1 Yi i=1
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 17. [Enoncé] [Indication(s)]

0
1. e Soit x € R fixé. Comme pour tout y € R, %(x, y) existe et est nul, la fonction

fx,):R—=R;y— f(x,y)
est dérivable et de dérivée nulle. Elle est donc constante. Ainsi
(x) VyeR, f(x,y)=f(x,0).

o Lapplication
R — R?

Pl x = 0

est linéaire, donc différentiable sur R, avec une différentielle constante

R — £L([R,R?
X — i.

di

Ainsi, Uapplication i est de classe €' surR.

e Par composée de fonctions de classe €', l'application ¢ = foi est de classe €' sur R. De plus,
d’apres (x)
Vix,y) eR?, f(x,) = f(x,0)0=¢(x).

2. (a) e Lapplication
R — R
(x,y) — x+y

est linéaire donc différentiable sur R?, avec une différentielle constante

R - 2L([R%R)

ds x,y) — S.

Ainsi, Uapplication s est de classe € surR?.

o Lapplication ¢ est de classe €' sur R. Comme il s'agit d"une fonction d'une variable réelle,
pour tout x € R, sa différentielle dy(x) au point x est

R — R

dp(x) ‘t — (%),

e Par composée de fonctions de classe €", l'application f := @ o s est de classe €' surR? et
V(x,y) €R?,  df(x,y) = dp(x+y)o ds(x,y)
et donc, pour tout (x,y) € R2, pour tout (hy, hy) € R2

df(x,y)- (hy, hy) dp(x+y)-(ds(x,y)- (h, hy))
dp(x+y)-(s-(hi, hy))
dp(x+y)-(h1+ hy)

@' (x+y) (hy+hy).
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» Dongc, si on note (e, e2) la base canonique de R2, pour tout (x,y) € R2

0
é(x,y) =D, fx,y)=df(x,y)-e1=¢'(x+)

0
%(x,y) =D, f(x,y) = df (x,y)-e2=¢'(x+Y).

Nous avons donc, pour tout (x,y) € R?

(b)

o Lapplication

g(x )—g(x ) =@ (x+y)—¢' (x+y)=0
Gx’y Oy’y_(p Y- y)=0.

R - R?
u+v u-—-v

v (u,v) — )
2 2
S—— ==
vi1(u,v) ya(u,v)

est linéaire, donc différentiable sur R?, avec une différentielle constante

RZ — 2L[RY

dy (x,y) — .

Ainsi, Uapplication v est de classe €* surR?.

e Par composée de fonctions de classe €*, 'application g = f oy est de classe €' surR?.

o D'apres la regle de la chaine, pour tout (u, v) € R?

%8

6U(u, v)

0
X wl(u, V) + X o2
ov

ov dy (V)

)

of -
a(u+v,u l)) - -

of -
. . _(u+v u l))

0 - 0 -
%%(u;v,uzv)_l f(u+vu v)

0 [f estsolution de (E).]

e D'apres la question 1, il existe une fonction ¢: R — R de classe €* sur R telle que, pour tout

(u, v) € R?

u+v u—v
2 7 2

(k%) f( )z:g(u, v)=@u).

Soit (x,y) € R?. En appliquant (xx) du— x+y et v — x—y, il vient

fxy)=ex+y).
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 18. [Enoncé] [Indication(s)]

1. e Onintroduit U'arcy défini par
R — R

Y r — (tx,ty).

Comme ses composantes t — tx et t — ty sont dérivables sur R, U'arcy est dérivable sur R. De plus,
pour tout t € R
Y1) =(x).

o Comme la fonction f est différentiable sur R, les résultats sur la dérivation le long d’'un arc s'ap-
pliquent. L'application g = f oy est dérivable surR et, pour tout t € R
g =dfly®)-y'() = df(y(®)-(x,y).

D’apres l'expression de la différentielle d’'une fonction différentiable via ses dérivées partielles, on
en déduit, pour toutt €R

of of of of
(1) = =(y(¢ ——(y() y=—==(tx,t ——(tx,ty) y.
g () ax()f( ))x+ay(y( % ax( X y)x+6y( xty)y
2. (a) Soit(x,y) € R?,
e D'apres la question 1, la fonction
R — R

§ t — f(tx,ty)

est dérivable et

VieR, g'(n= %(tx, ry) x+ g(tx, ty)y.
0x oy

o Compte tenu de I'hypotheése d’homogénéité vérifiée par la fonction f, on a également
VieR, g'(®=[f(xy.

e On en déduit que, pour tout t € R

_of of
f,y = ax(tx, ty) x+ ay(tx, ty)y.

(b) Soient(x,y) € R2. En appliquant le résultat de la question 2.(a) avec t — 0, il vient

_of of
fl,y) = ax(O,O)JH ay(O,O)y.

of
ay

of

E(O, 0) et B:= —=(0,0) sont indépendants de (x, y) € R?. Donc

Lesréelsa :=

V(x,y) eR?  f(x,y)=ax+py.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 19. [Enoncé] [Indication(s)]

1. e Lapplication f est polynomiale en les variables x et y donc différentiable sur R* (et méme de classe
€1 surR?).

e On calcule, pour tout (x, y) € R?

of _ of a2
6x(x,y)—2x et ax(x,y)—By 3.

Donc son gradient en un point (x, y) € R? est

d 9
Vf(x,y) = é(x, ), %(x, | =@x,3y*-3).

2. Soit (x,y) € R?.
Vf(x,y) =000 < 2x=0 et 3y>°-3=0
— x=0 et (y=-louy=1).

Donc la fonction f posséde deux poins critiques : (0,1) et (0,—1).

3. o Détermination des points a étudier.
Comme R? est une partie ouverte deR?, si la fonction f atteint un extremum local en un point,
alors ce point est un point critique de f, d’apres la condition nécessaire d’existence d’'un extremum.
Ily a donc deux points a étudier, d’apres la Question 2.

o Etude du point critique (0,1) de f.
Soit (x,y) € R2.
fx,1+y-f0,1) = x*+(y+13-3(y+1)-(-2)
2+ +3y2+3y+1-3y—-3+2
= x*+y*(y+3).

Donc pour tout (x,y) appartenant a
U =Rx]-3,3]

qui est voisinage ouvert de (0,0), f(x,1+y) = f(0,1). La fonction f atteint donc un minimum local
(valant -2) au point (0, 1).
Ce minimum local n'est pas global car

_ 3 - 3_
FON=y'=y =~V T "
e Etude du point critique (0,—1) de f.
Soit (x,y) € R?.

P+ (y-13-3(y-1)-2
x*+y3-3y2+3y—-1-3y+3-2
— x2_3y2+y3

fx,-1+y)—f(0,-1)

D’une part, pour tout x € R
fx,-1D-f0,-1)=x*=0.
D’autre part

f0,-1+y)=-3y*+y° ~ -3y?<0.
y—>

Donc la quantité f(x,—1+y)— f(0,—1) n'a de signe constant dans aucun voisinage de (0,0). Ainsi la
fonction f n'atteint pas un extremum local (et a fortiori pas un extremum global) au point (0,—1).
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« Vérification de la cohérence.
Les résultats obtenus sont cohérents avec le graphe de f ci-dessous [Geogebra3D] .

(0.1,f(0,1
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UN CORRIGE DE I’EXERCICE 20. [Enoncé] [Indication(s)]

1. (a)

(b)

Soit t, € R* fixé. Lapplication
R — R

. I3
qt,12) h - q(tl,tz)z—l
15

est linéaire, donc dérivable sur R. On en déduit que la fonction q admet une dérivée partielle

0
par rapport a la variable t,, pour tout (1, t;) € R x R*. Cette dérivée partielle a—q est donnée

h
par
dq RxR* — I]i%
01‘1 (tl» tZ) -
1)
qui est continue sur R x R*.
Soit t; € R. Lapplication
R* — R
t ) .) t
q(t,) nho— q,tn)=—
15

est un multiple de la fonction inverse, donc dérivable sur R. On en déduit que la fonction q
admet une dérivée partielle par rapport a la variable t,, pour tout (t,, t;) € RxR*. Cette dérivée
partielle d_q est donnée par

1)

o B~ ®

ot (ti,2) — ——=

qui est continue sur R x R*.

D'apres le critere €1, la fonction q est de classe €' surRxR*. De plus, pour tout (t;, t;) € RxR*,
pour tout (hy, hy) € R2

0q 0q 1 h
dq(t, ) =—({t, )+ —(, ) hy=—h ———hy.
q(t, t2) dtl(l 2) 61‘2(1 2) N2 L T e

Lapplication u est un endomorphisme de E donc différentiable sur E et, pour tout x € E
du(x)=u.
De méme, comme l'application idg est linéaire, elle est différentiable sur E et pour tout x € E
didg(x) =idg .
Comme l'application (-, -) est bilinéaire, nous savons d'apres le cours que l'application

E — R

(w,idg) | | (u(x), x)

est différentiable sur E et, pour tout x € E, pour tout h€ E

d{u,idg)(x)-h=(uh), x) +{ux), h) =2(u(x), h) [u estsymétrique] .
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o De maniére analogue, U'application

E — R
— (x,x)=x|?

(idg, idg)
est différentiable sur E et, pour tout x € E, pour tout h€ E
d{idg,idg)(x)-h=<(h, x)+{x, h) =2{(x, h) .

e Des deux points précédents, nous déduisons que l'application

E — R?

Curidp), CHde o)) | L () idp) (0, (idp, ide) () = (Calx), 2, 112

est différentiable sur E et que pour tout x € E, pour touth € E

d ((u,idg), (idg, idg)) (x) - h (d(u,idg)(x)-h, d(idg, idg)(x) - h)

2¢u(x), hy,2{x, h)) .

e Par composition d’applications différentiables, l'application

x — qo(u,idg),(idg,idg))
(ux), x)

111>

E\{0g}

qui coincide avec f, est différentiable sur E \ {0g}. De plus pour tout x € \{0g}, pour tout h e E

Af(x)-h = dq(ux), x),I1x1?) (d(u,idg), (idg, idg)) (x) - h)
= dq(ux), x),1xI1*) 2¢u(x), b, 2(x, h))
1 (ulx), x)
= 2——(ux),h)-2———(x, h).
Ilx11? [l x]I*
2. e La sphere S est incluse dans B(0g,1) := {x€ E : ||x|| <1} donc bornée. De plus f est l'image réci-

proque du fermé {1} de R par l'application ||-|| qui est continue, puisque 1-lipschitzienne (2eme
inégalité triangulaire). La sphere S est donc une partie fermée de E. Comme E est de dimension
finie, la sphere S est compacte.

* Lapplication f est continue sur E \ {0g} puisque différentiable sur E \ {0g} (Question 1.(b)).

» Le Théoreme des bornes atteintes, appliquée a l'application continue f|s sur le compact S s'ap-
plique. 1l existe un vecteur de S, noté e, tel que

Vxe8, f(x)<f(e).

X
3. (a) Soitxe€ E\ {0g}. Comme le vecteur — appartient a S, la question 2 livre

x|

<u(i),i>
lxll) " lxl iy (i) X :<u(x),x>:f(x)
X EIVAET 112 '
[l x|l

f(el)zf(nin):
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(b) e« Comme{0g} est une partie fermée de E, la partie E \ {0g} est ouverte dans E.

e Lafonction f atteintene; un extremum local (et méme global) sur 'ouvert E\{Og} de E. D’apres
la condition nécessaire d'existence d’'un extremum local

df(el) =0.
D’apres la question 1.(b) (x — e et h — x), pour tout x € E

(uler), er)
eyl

(uler), x)—2 (e;,x)=0

2
lel?

et donc, comme e est unitaire, pour tout x € E
2{u(er), x)—2Culer), er)(e1, x)=0.
4. (a) Soitxe ell =Vect (e;)*. Alors

0=2(u(e1), x)—2(uler), er){er, x) =2Cule), x).

. N . 1
On en déduit que u(e;) est orthogonal a tout vecteur de Vect (e))*, i.e. u(ey) € (Vect(el)l) =
Vect(e;). Donc il existe A € R tel que u(e;) = A.e;. Comme le vecteur e) est non nul (il est unitaire),
le vecteur e est un vecteur propre de l'endomorphisme u.

(b) Soitxe ell. D’apres le calcul effectué a la question précédente,
(u(er), x)=0
Comme u est un endomorphisme symétrique de E,
(e, u(x))=0.
Donc u(x) € ell.

5. o Théoréme spectral : pour tout endomorphisme symétrique u d’'un espace euclidien E de dimension
n =1, il existe une base orthonormée de E, formée de vecteurs propres pour u.

o Ondémontre le résultat par récurrence sur n, la dimension de l'espace euclidien ambiant.
e Casoun=1.
Supposons que E est de dimension 1. Soit e; un vecteur unitaire de E.
Comme u(ey) € E =Vect(ey)
HAER, u(ey) :/1.31 .

Donc la base (e1) de E est une base orthonormale de E, formée d’'un vecteur propre pour u
(associé a la valeur propre 1).

o Hérédité. Soit n e N* tel que le résultat soit vrai pour tous les espaces euclidiens de dimension
n. Supposons E de dimension n+ 1.

- D'apres la Question 4.(a), il existe un vecteur propre unitaire ey qui est propre pour l'endo-
morphisme symétrique u.

- D'apres la Question 4.(b), le sous-espace vectoriel ef = Vect (e1)*, qui est de dimension
n+1—1 = n est stable par u. Donc, d’'apres U'hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée (ey,...,e,+1) de ell, formée de vecteurs propres pour u, el donc également
propres pour u.

- Comme E = Vect (e)) & e7- et comme les bases (e1) de Vect(ey) et (ey,...,en41) de ey sont
orthonormées, la famille

B .= (el, €2,..., €n+1)

est une base orthonormée de E. Elle est formée de vecteurs propres pour u par construction.

Version du 23 mars 2022 [08h21] 68 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

UN CORRIGE DE ’EXERCICE 21. [Enoncé] [Indication(s)]

e Analyse.
Soit f une application différentiable sur 4, (R), telle que

VAe M,R), df(A)=Tr.
La trace est une application linéaire donc différentiable sur 4, (R). De plus
YAe M,,(R), dTr(A)="Tr.

Lapplication f —Tr est différentiable sur 4 ,(R), comme combinaison linéaire d’applications différen-
tiables sur 4, (R). Par linéarité de la différentielle

VA€ My®), d(f-Tr)(A)= df(A)- dTr(A) =Tr-Tr=02rng) -

Lensemble 4,,(R) est un ouvert connexe par arcs (et méme convexe) de 4, (R). Par caractérisation
des applications constantes sur un ouvert connexe par arcs, on en déduit que l'application f —Tr est
constante sur 4, (R), i.e. qu'il existe k € R tel que

VAe M,(R), [f(A)=Tr(A)+k.

e Synthese.
Soitk e R et f l'application définie par

M ® — R
! A — Tr(A)+k.

La trace est linéaire. Elle est donc différentiable sur ./, (R). Une application constante sur #,(R) est
différentiable sur M ,(R). Donc
f=Tr+k

est différentiable sur 4, (R), comme combinaison linéaire d’applications différentiables sur M, (R).
Soit A€ M, (R). D'apres le cours, comme la trace est linéaire

dTr(A) =Tr

et comme k est constante
dk(A) =0z rnR) -

Par linéarité de la différentielle
df (A) = dTr(A) + dk(A) =Tr.

Donc la fonction f est solution du probleme.

e Conclusion.
Les fonctions f: #,(R) — R, différentiables sur 4, (R), telles que

VYAe My,(R), df(A)=Tr

sont les fonctions
f MR — R
A — Tr(A)+k

ol k est une constante réelle.
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UN CORRIGE DE I’EXERCICE 22. [Enoncé] [Indication(s)]

1. o Soitu € R fixé. La fonction
og R — R
—(u,- 0
au( ) —g(u, V)
ou
est de classe € surR (g est de classe €* surR?) et a pour dérivée la fonction

R — R
o (0g _ 0%g B
v — 5(@)(% V) =: Gvdu(u’ v)=0.

. 0g .
La fonction 6_ (u,-) est donc constante surR. Ainsi
u

og og
v R, —(u,v) = —(u,0).
VE 6u(u V) Ou(u )
Comme u est quelconque dans R, il vient
0 0
Y (u, U)ERZ, —g(u, v):—g(u,O).
ou ou
e Soitv eR fixé. La fonction
R — R

g('r U) U — g(u, V)

est de classe €2 surR (g est de classe €? surR?) et a pour dérivée la fonction

R — R
0g _0g
u — ﬁ(u,v)—au(u,O).

D’apres le Théoréme fondamental de I'analyse, pour tout u € R
udg
—(t,0) dt = ,V)—8(00,v).
fo au( ) g(u,v)-g0,v)
Comme v est quelconque dans R, nous en déduisons que
2 “og
(x) YuveR, gluv)= a(t,O) dt+g0,v).
0

e D'apres le dernier point, la fonction
R — R
u — Z—i(u, v) = g—i(u,O)
est de classe €' surR. Donc, d’'apres le Théoreme fondamental de U'analyse, la fonction
R — R
Yy~ fua—g(t,O) dt
o Ou

est de classe €2 surR.
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o Comme g est de classe €* surR?, la fonction

est de classe €% surR.

o Avec ces nouvelles notations, l'identité (x) se réécrit

2. (a)

Y (u,

e Soit 0 l'application définie par

R — R
v v — g(0,v)
V) € Rz,g(u, v) =@ +yv).
RZ _ RZ
(w,v) —

au+pv,yu+dov
—_—— ——

01 (u,v) 02 (u,v)

Comme l'application 0 est linéaire, elle est de classe €% surR?>. Comme g = f o0, Uapplication
g est de classe €? sur R?, comme composée d’applications de classe €°.

e D'apres la regle de la chaine

G_g _ 0fof
ou ou
of 691 of 00,
= — 0 —OHX—
0x au ot ou
. of of
= @0t 500
puis
L0 < o 2o e 20 2
ov \ou Ox 0x v ot \ox ov
of 001 0 af) 00,
" Yax(dt) 0 5 +Y0t(6t 0 5
52 2 2 2
o°f of o°f i
= of 0 0+yd 0
R PR L PPl A P Tl
0°f 2f o°f
= aﬁa ot9+(a6+y,6) 9+y662 [Théoréme de Schwarz]
0% 8%
= (aB +c*yd) ax]209+(a6+yﬁ)a ;xoe [cf. hypothese sur f] .
Donc, pour tout (u, v) € R?
2 zf 2
ayau(u,v) (a,ﬁ+cy6) (au+,6v,yu+6v)+(a:6+y,6) (au+,6v,yu+6v).
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(b) e« Sion pose

alors

a B\ _ c c)\__
Det(y 5)—Det(1 _1)— 2c#£0

et donc la matrice (g ’g) est inversible. De plus, pour tout (u,v) € R2
8% 0% 0%
avagu(u’ v) = (af +02y6)#;(ocu+[)’v,yu+6v)+(a6+y,6) at({x(ozu+,6v,)/u+6v)

Zf 62f

0
_ 2 _ 2
= (¢c —-c )@(au+ﬁv,yu+5v)+(—c+c) 310x

(au+Bv,yu+0ov)
=0
e D'apres la question 1, il existe ¢ € €*(R,R) ety € €% (R, R) telles que

V(u,v) R, flau+PBu,yu+6v)=:gu,v) =) +y).

Soit (x, t) € R2. Comme

x+ct
u =
{x = cu+cv 2c
_ —
r = u-v x—ct
v =
2c

il vient

(1) = (x+ct)+ (x—ct)
fxn=¢ 2¢ YI72e )

o Sion définit Uapplication A par

R —-— R

A z
z - —

2c

qui est affine donc de classe €? surR, alors on obtient
V(x,t)eR?,  f(x,)=@oA(x+ct)+polA(x—ct).

avecpoA € €*(R,R) ety oA € €*(R,R)
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 23. [Enoncé]

e Prouvons d'abord que f n'est pas continue en (0,0).
En effet, pour tout n € N*
1
f(e_nzy _) =-1

n

qui ne tend pas vers 0 si n tend vers l'infini.

e Fixons maintenant (a, b) € R? avec (a,b) # (0,0), et démontrons que f admet une dérivée suivant (a, b)
en (0,0).
Soitt#0.0na

f(ta,tb)—f(0,0) ( tb*(In|t|+Inlal) sia#0
t 10 sinon.

Lorsque t tend vers 0, ceci tend vers 0 (en particulier, parce que tIn|t| tend vers 0 en 0, par croissances
comparées). Ainsi, f admet en (0,0) une dérivée suivant le vecteur (a, b) qui est nulle.

o De méme, démontrons que g n'est pas continue en observant que, pour tout n € N*

1 1) 1
g(— —):—;éO:f(0,0).

n' n2) 2

e D'autre part, fixons (a, b) € R*\{(0,0)} et prouvons que g admet une dérivée suivant (a, b) en (0,0).
On a, pourt #0,

g(ta,th)—g(0,0) _ 3a’b _a’b
t Cotx (tfat+12b%)  t2at+ b’
Si b =0, ceci est nul, sinon
g(ta,tb)—g(0,0) a?
t t—0 3

2
. . . a- .
Dans tous les cas, on a prouvé que g admet une dérivée en (0,0) suivant le vecteur (a, b) qui vaut > si

b #0, et qui vaut0 si b= 0.
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 24. [Enoncé]

1. ¢ Introduction des fonctions coordonnées.
Si on pose

fi: R - R; (x,y) — sin(x+2y) et fo: R> > R; (x,y) —cos(2x+y)

alors pour tout (x,y) € R%, f(x,y) = (fi(x, ), fo(x, ).

P 0
o Etude de la dérivée partielle 6_];1
Soit y € R fixé. Lapplication
A6 x— filx,y) =sin(x+2y)

est la composée d’'une fonction affine par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par
rapport a x existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

of

:IR{2—>[R€; ,Y) — +2
i (x,y) — cos(x+2y)

qui est continue sur R>.

of

o Ftude dela dérivée partielle 0—1
y
Soit x € R fixé. Lapplication
filx,)): y— filx,y) =sin(x+2y)

est la composée d’une fonction affine par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par
rapport a y existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

o

3y : R? —R; (x,y) — 2cos(x+2y)

qui est continue surR?.

o Etude de la dérivée partielle %
X
Soit y € R fixé. Lapplication
L0 x— folx, y) = cos2x +y)

est la composée d’une fonction affine par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f> par
rapport a x existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

0
6_1;2: R> — R; (x,y) — —2sin(2x+y)
qui est continue sur R>.
- . .o 0f2
o Etude de la dérivée partielle W

Soit x € R fixé. Lapplication
fo(x,): y— folx,y) =cos(2x+y)

est la composée d’une fonction affine par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f> par
rapport a y existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

s

{R? - R; (x,y) — —sin(2x + y)
oy

qui est continue surR?.

Version du 23 mars 2022 [08h21] 74 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

o D'apres le critere €', la fonction f est de classe €' sur R?, donc différentiable sur R* et pour tout
(x,y) €R?
cos(x+2y) 2cos(x+2y)
Matg(df (x,y)) =
-28in(2x+y) -sin(2x+y)

out B désigne la base canonique de R? et donc pour tout (hy, hy) € R?

df (x,y) - (hy, hp) = (cos(x+2y) hy + 2cos(x+2y) hy, —=2sin(2x+ y) hy — sin(2x+ y) hy) .

2. Soit (x,y) € R?. On veut montrer que df (x,y) est 3-lipschitzienne.
Comme lapplication df (x,y) est linéaire, il suffit de prouver que pour tout (hy, hy) € R?

| df x,y) - (h, ho) | <3 I(hy, B2l

i.e.que
| df x,y)- (i, ho) | < 9 1y, B 1P

Soit (hy, hy) € R?. D'apres la question 1

| df (x, ) - (1, ho)|)° | (costx+2y) hy + 2cos(x+2y) hy, —2sin@x+y) hy — sin@x+ y) hy) ||*
= (cos(x+2y) by + 2cos(x+2y) hy)° + (~2sin@x+ y) by — sin@x+ ) hy)°
= cos?(x+2y) (hy +2hy)? +sin?(2x + y)(2h; + hy)?

< (h+2h)%+@2h + hp)?  [cos?(x+2y) <1 etsin?(2x +y) < 1]

= 5h}+8hihy+5h3
1
Puisque (hy — h2)2=0, hyhy < 3 (hf + hg) et donc

| df (x,)- (hy, o) ||* <5h3+4(h2 + h3) +5h% =9 (h3+ h3) =9 [|(hy, ko) 112 .

Le résultat est donc démontré.
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UN CORRIGE DE ’EXERCICE 25. [Enoncé]
. . .o Of
1. o Etude de la dérivée partielle i
Soit y € R fixé. Lapplication
fEV)ix— flx,y) = x3—3x+xy2

est polynomiale, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f par rapport i x existe donc sur R?
tout entier et elle est donnée par

of 2 2
—:R>>R; (x,))—3x> -3+
o (x,y) X ¥

qui est continue surR?.

P 0
o Etude de la dérivée partielle 0—];
Soit x € R fixé. Lapplication
fx,): y— fx,y) = x> —3x+xy*
est polynomiale, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f par rapport a y existe donc sur R?

tout entier et elle est donnée par
of

a—y:ﬂQzaR;(x,y)-—»ny

o D'apres le critere €', la fonction f est de classe €' surR?, donc différentiable sur R?
2. e Soit (x,y) € R?. D'apres le cours, pour tout (hy, hy) € R?

f

0 of
af(x,y) - (hy, hp) hy a(x, y)+h a—z(x, ¥)

= h (3x*-3+y%)+hy (2xy) .
Donc
(x,y) est un point critique de f (3x*-3+y*=0) et (2xy=0)

(3x*-3+y*=0) et (x=00uy=0)

(Bx*-3+y*=0erx=0) ou (3x*-3+y*=0ety=0)

[

(x=0ery=+v3) ou (x=+1ery=0)

Lensemble des points critiques de f est donc
{{0.-v3), (0.v3), @0, -1,00} .

o Legraphede f et ses quatre points critiques [Geogebra3D] .
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TGy =t =3+ 2y” et ses 4 points critiques
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UN CORRIGE DE L’EXERCICE 26. [Enoncé]

1. e Onintroduit U'arcy défini par
R — R?

Y t — (x+ty+1).

Larcy est dérivable sur R car ses fonctions composantes t — x + t et t — y + t le sont. De plus pour
toutteR

Y1) =(1,1).

e La fonction f est différentiable sur R?. Le résultat sur la dérivation le long d'un arc s'applique : la
fonctiont = f oy est dérivable surR et pour tout t € R

7'(1) afy ) -y

= dfy(®)-1,1)

_ of of
= 6x(7f(t))><1+ay(x+ Ly+txl1

= af(x+t +t)+6f(x+t + 1)
- 0x Y ay SAR
2. (a) i Fixons(x,y)€R? et considérons a nouveau la fonction

R — R
t — fx+ty+0

introduite dans la question 1. Nous savons qu'elle est dérivable sur R et que

VieR, r’(t):%(x+ Ly+ t)+g(x+ Ly+1.
0x oy

De 'hypothese faite sur f, nous déduisons
VteR, 7'(1)=0.

En confrontant les deux formules obtenues, il vient

of of

VieR, —(x+t,y+0)+—=—(x+ty+1=0.
ax(x y+1) ay(x y+i)

En spécialisant ce résultat a t — 0, nous obtenons

of of 3
ox (x,y) + 3y (x,y)=0

ii. e SoitL l'application définie par
R - R?

L
(u,v) — |au+bv,cu+dv

Ly (u,v) Ly(u,v)

b). Comme L est

. . . PN . a
qui est U'endomorphisme de R?> canoniquement associé a la matrice (c d

linéaire, elle est différentiable sur R? et pour tout (u,v) € R2

dL(u,v)=1L.
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o Comme lapplication f est différentiable sur R?, lapplication g = f o L est différentiable
surR?, comme composée de fonctions différentiables.
e D'apres la regle de la chaine, on obtient, pour tout (u, v) € R?

0 0 oL 0 0L
—g(u, v) = —f(au+bv,cu+dv) X —l(u, v)+—f(au+bv,cu+dv) X —Z(u, V)
ov 0x ov oy ov

0 0
= b—f(au+bv,cu+dv)+d —f(au+bv,cu+dv).
0x oy

iii. On applique le résultat de la question 2.(a).ii en spécialisant a
a—1 ; b<1 ; ¢c<0 ; d<1.
Alors Uapplication
R - R

§ (wv,v) — fu+vv)

est différentiable sur R? et, pour tout (u,v) € R?

0 0 0
—g(u, V) = —f(au+ bv,cu+dv)+ —f(au+ bv,cu+dv)=0
ov 0x o0y
d’apres Uhypothese faite sur f. Ainsi, si on introduit Uapplication ¢ définie par
R — R
 lu - gwo

qui est dérivable surR (composée de Uapplication linéaire u € R— (u,0) € R?, par Uapplication
différentiable f) on a

V(u,v) R, flu+v,v)=gu,v)=gw0) =¢u).
Soit (x,y) € R?. En spécialisant le résultat précédent a u — x—y et v — y il vient
fay=px-y).
(b) Synthese.

Comme @ est une application dérivable en une variable réelle, elle est différentiable sur R.

Soit A l'application définie par
RZ — R
(x,y) — x-y.
Comme A est linéaire, elle est différentiable sur R?.
Lapplication f = @ o A est différentiable sur R?, comme composée de fonctions différentiables.
Enfin, pour tout (x, y,t) € R3

fx+t,y+t)=@p(x+t)—-(y+)=px—-y)=f(x)).

(c) Conclusion.
D'apres l'étude menée, une fonction f: R?> — R est différentiable sur R? et vérifie

Vi, DeRS,  flx+t,y+1t) =f(x,y)

si et seulement si elle est de la forme

RZ - R
x,y) = @okx-y)

ot : R— R est une fonction dérivable surR.
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UN CORRIGE DE EXERCICE 27. [Enoncé]
1. o On munitR? de la norme sup définie par
V) eR?, | (x| =max(xl,|y|) -
e Soit(a,b) €% . On poser :=min (a, b). Comme (a,b) € %, r > 0. On remarque que

By (@, b),r) {x, ) eR? : ||(x, ) - (a,b)|| <1}

{(x,y) €eR?: max|x—al,|y-b|<r}

{(x,y) eR?: |x—al<ret |y-b|<r}

{(x,y)eR*:a-r<x<a+retb-r<y<b+r}

a-r,a+r| x |b-r,b+r
S—~— ~—~—
=<0 >0

Donc By ((a, b),r)c%.

o La partie est donc une partie ouverte deR?.

2. L4 SOlt(x,y) €Y. Commex>06ty>0
f(x, X =>0.
y y

Donc la fonction f est minorée par 0 sur .
e Comme

2 6
fl,x)=x"+— — 400
X x—»(())
x>
la fonction f n'est pas majorée sur % .

3. e Soity €10, 400l fixé. Lapplication
4 2
Y : — , = + — 4+ —
FE i x— flx,y)=xy PRy

est dérivable, car c’est une fonction rationnelle. Donc la fonction f admet une dérivée partielle par
rapport a la variable x en tout point de % . Celle-ci est donnée par

Y — R
of 4
0x (x,y) — y—?

qui est une fonction continue sur % .

e Soit x €10, 400l fixé. Lapplication
4 2
X ) y—fx,y)=xy+—+—
fx, ) y— flx,y)=xy PRy
est dérivable, car c’est une fonction rationnelle. Donc la fonction f admet une dérivée partielle par
rapport a la variable y en tout point de % . Celle-ci est donnée par
0 (xy) — x-—
y 12
qui est une fonction continue sur % .
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o D'apres le critere €1, la fonction f est de classe €' sur, donc différentiable sur % .

e De plus pour tout (x, y) € %, nous savons

(%, O )_( _4 _i)
Vi, y) = ax(x,y),ay(x,y) == )

4. e Analyse.
Soit (x, y) € R? un point critique de f. Alors d’apres la question 2

4 2
y—;—o et x—?—o

donc

Comme

A=-3/4<0

4
et x>0, ilvientx=2. Commey—— =0, y=1. Donc f possede au plus un point critique : (2,1).
X

* Synthese.
Vérifions si (2,1) est un point critique de f .
af of
Vi 1)=|1—21), =—2,1)] =(0,0).
f()ax()dy()()
Conclusion.

La fonction f possede un unique point critique : (2,1).

5. (a) e Lafonction g estdérivable sur]0,+ool car c’est une fonction rationnelle.

De plus

Vz>0, g'(2) —p-2_2 (-1 = 2 (z-1) |2 +z+1
& 2 z A=-3<0
e La fonction g est donc strictement décroissante sur]0, 1] et strictement croissante sur [1, +ool.
e La fonction g atteint un mimimum au point 1, valant 3.
o Elle n'est pas ailleurs pas majorée, puisque

1
g(2)=2z+— +00.

z2 z—+oo

(b) e« La fonction f est dérivable sur]0,+ool car c’est une fonction rationnelle.

, 4 4 2 2
w0 [y (-3 -5 ()

et strictement croissante sur

e De plus

2
* Lafonction f, est donc strictement décroissante sur

2
0,—
VY
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2
e La fonction fy atteint un mimimum au point ?, valant
y

fy(%)=f(%,y):4\/?+%:2(2\/y+%):2g(\/y)26

d’apres la Question 5.(a).
o Elle n'est pas ailleurs pas majorée, puisque

6
Hy=rfoyn= Vo + ; v +00.

6. ¢ Détermination des points a étudier.
Comme% est une partie ouverte deR?, si la fonction f atteint un extremum local en un point, alors
ce point est un point critique de f, d’apres la condition nécessaire d’existence d'un extremum. Ily a
donc un seul point a étudier, d'apres la Question 4.

o Etude du point critique (2,1) de f.
D’apres la Question 5.(b)

VY, e, fxy)=fx)=6=/f(21).

e La fonction f atteint donc au point (2,1) un minimum global, valant 6.

 Vérification de la cohérence.
Les résultats obtenus sont cohérents avec le graphe de f ci-dessous [Geogebra3D] .

fleoy) = oy 4 : }
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