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Chapitre 20
Calcul différentiel
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1 Extrait du programme relatif a ce chapitre

L'objectif de ce chapitre est de présenter les premieres notions de calcul différentiel dans le cadre des espaces
vectoriels normés de dimension finie sur R. Ce chapitre fait intervenir a la fois des aspects intrinseques et cal-
culatoires, permettant ainsi de développer la compétence « Représenter ».

La différentielle d'une application en un point est introduite a ’aide d'un développement limité. De nom-
breuses questions se raménent, via la paramétrisation de chemins, a des énoncés relatifs aux fonctions d'une
variable réelle. En particulier, les dérivées partielles fournissent un outil de calcul dans le cas ou I'espace de
départ est muni d'une base.

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert d’'un R-espace vectoriel normé de
dimension finie et a valeurs dans un R-espace vectoriel normé de dimension finie. Le choix d'une base de
I'espace d’arrivée permet de se ramener au cas des fonctions a valeurs réelles.

Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vec-
teur v.

Notations D, f(a), D, f.

Notations %(a), 0; f(a). Lorsqu’'une base de E est
fixée, I'identification entre f(x) et f(xy,...,Xx,) est
autorisée.

Dérivées partielles dans une base.

Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en
a et dérivable en a selon tout vecteur.
Différentielle de f en a, encore appelée applica-
tion linéaire tangente a f en a. Relation df(a)-v =
D, f(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Diffé-
rentielle sur Q.

Cas particuliers : application constante, restriction
aun ouvert d'une application linéaire.

Lien entre différentielle et dérivées partielles. Ma-
trice de df(a) dans un couple de bases. Matrice
jacobienne d'une application définie sur un ouvert
de R a valeurs dans R™.

Cas des fonctions d'une variable : si Q2 est un in-
tervalle ouvert de R, la différentiabilité de f en a
équivaut a la dérivabilité de f en a; relation f'(a) =
df(a)-1.

Notation o(h). Développement limité a I'ordre 1.

Notations df(a), df(a)-v.

Notation df.

Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d'une combinaison linéaire d’appli-
cations différentiables, de B(f,g) ou B est bili-
néaire et f et g sont deux applications différen-
tiables.

On utilise I'existence d’un réel positif C tel que,
pour tout (¢, v), on ait || B(u, v)|| < Cllull |v|l. Tout
développement sur les applications bilinéaires
continues est hors programme.
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Différentielle d'une composée d’applications diffé-
rentiables.

Dérivée le long d'un arc : si y est une application
définie sur I'intervalle I de R, dérivable en ¢, si f est
différentiable en y(r), alors (foy) () = df(y(r)) -
Y'(1).

Dérivées partielles d'une composée d’applications
différentiables.

Interprétation géométrique en termes de tan-
gentes. Cas particulier fondamental : y(z) = x + th.
Dérivation de t — f(x1(2),...,x,(1)).

Regle de la chaine : calcul des dérivées partielles de
(u]_)---y u}’}’l) — f(xl(uly---) um);---)xl’l(uly---) um))-

Cas des applications numériques

Sil'espace E est euclidien, gradient en a d’'une ap-
plication numérique différentiable en a. Expres-
sion du gradient en base orthonormée.

Point critique d'une application différentiable.
Condition nécessaire d’existence d'un extremum
local. Exemples de recherche d’extremums glo-
baux.

Le théoreme de représentation des formes li-
néaires dans un espace euclidien est établi a ce
stade. Notation V f(a). Interprétation géométrique
du gradient : si Vf(a) # 0, il est colinéaire et de
méme sens que le vecteur unitaire selon lequel la
dérivée de f en a est maximale.

Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vec-
teur v de E est tangent a X en x s'il existe € > 0 et
un arc y défini sur | — €, €[ dérivable en 0 a valeurs
dans X, tels que y(0) = x,y'(0) = v.

Cas ol1 E = R3 et o1 X est le graphe d'une fonction
f différentiable sur un ouvert de R

Si f est une fonction a valeurs réelles définie et dif-
férentiable sur un ouvert de I'espace euclidien E, si
X est une ligne de niveau de f, alors les vecteurs
tangents a X au point x de X sont orthogonaux au
gradient de f en x.

Plan affine tangent a une surface d’équation z =
f(x,y) : équation cartésienne.
Le théoreme des fonctions implicites est hors pro-
gramme. PC: électrostatique.

Applications de classe €'

Une application f est dite de classe € sur un ou-
vert Q) si elle est différentiable sur Q et si df est
continue sur Q.

Lapplication f est de classe €' sur Q si et seule-
ment si les dérivées partielles relativement a une
base de E existent en tout point de Q) et sont conti-
nues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de
classe €.

Démonstration non exigible.
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Si f est une application de classe €' de Q dans F,
si y est une application de classe €' de [0,1] dans
Q,siy(0) =a,y(1) =b,alors:

1
Fb) - fla) = fo df ()7 (1) dr.

Si Q) est connexe par arcs, caractérisation des fonc-
tions constantes sur Q.

PC : circulation d'un champ de vecteurs dérivant
d’un potentiel.

Démonstration pour 2 convexe.

Applications de classe €

Dérivées partielles d’ordre k.

Une application est dite de classe €* sur un ouvert
Q sises dérivées partielles d’ordre k existent et sont
continues sur (.

Théoréme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de
classe €¢*. Composition d’applications de classe
€*.

Exemples d’équations aux dérivées partielles du
premier et du second ordre.

akf
—— ,0;,...05 f.
Xj...0xj, Ji -

La notion de différentielle seconde est hors pro-
gramme. PC:laplacien.

Notations

Démonstration non exigible.
Démonstrations non exigibles.

Les étudiants doivent étre capables d'utiliser un
changement de variables dans les deux cas sui-
vants : transformation affine, passage en coordon-
nées polaires. L'utilisation de tout autre change-
ment de variables suppose une indication. La no-
tion de difféfomorphisme étant hors programme,
I’expression des solutions en fonction des variables
initiales n'est pas un attendu. PC : équation de la
diffusion thermique, équation de propagation.
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2 Introduction

2.1 Fonctions étudiées en MPSI

Les fonctions étudiées en MPSI étaient de la forme suivante.

I]}j{ RouC
I K
f
Xt fx)
A A
| |
| |
nombre réel nombre réel ou complexe
2.1.1 Calcul différentiel
- f estdérivable en a € I sl existe £ € K tel que f-fa « l;

X—da X—a

- si f est dérivable en a, alors son nombre dérivé en a est défini par

f'(a) := lim f& - @ [nombre dans K].
x—a  x—a

2.1.2 Condition nécessaire pour étre un extremum local
Dansle casou K =R, si

- f estdérivable sur I;

- f admet un extremum local en un point a de 1

alors f’(a) = 0. On dispose ainsi un outil pour étudier les extrema locaux de f.

Remarque. Le fait que I soit ouvert est essentiel. En effet, la fonction

[0,1] — R
X — 2x+1

f

est dérivable sur [0, 1] et admet un extremum local (et méme global) en 0 et en 1. Mais en ces deux points, la
dérivée égale 2.

2.1.3 Unlien avec le calcul intégral
Si
- festde classe €' sur I;

- aet b sont deux points de 1

alors d’apres le Théoreme fondamental de ’analyse

b
f flx)dx=f(b)- f(a).
a
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2.2 Fonctions étudiées en MP jusque la

Les fonctions étudiées dans le chapitre 17 « Fonctions a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie »
sont de la forme suivante

ou E un evn de dim finie

|
|
Y

~C—o—>=3

Rm
f
)f’ (f1(x), fo(x),..., fm(x))
| |
[ |
nombre réel vecteur de R™
ou meN*.
Pour tout i € [1, m]
I - R
Ji x — filx)

est une fonction a valeurs réelles (fonction i-ieme coordonnée), donc du type de celles étudiées en MPSI.

2.2.1 Calcul différentiel

- festdérivableen a € I s’il existe £ = (¢1,...,¢,;) e R™ tel que

fx) - fla) rm fi)-fila) r

¢ ce qui équivaut a, pour toutie€ |1, m
xX—a  x—a quieq P [1,m], x—a x—a

- si f est dérivable en a, alors son vecteur dérivé en a est défini par

f'(@) := lim

X—a

=(fi(@),..., [, (@) [vecteur de R™].

fx) - f(a)
X—da

2.2.2 Unlien avec le calcul intégral
Si

- festde classe €' sur I;

- aet b sont deux points de

alors d’apres le Théoreme fondamental de ’analyse

b
f f'(x)dx=f(b)- f(a) [égalité entre vecteurs de R"|

i.e.

b b
(f f{(x)dx,...,f ﬁ;(x)dx)=(fl(b)—fl(m,...,fm(b)—fm(a)).
a a
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2.2.3 Inégalité des accroissements finis

Dansle casou K =R, si
- f estdérivable sur I avec une dérivée f’ bornée sur I;

- aet b sont deux points de 1

alors ||f(b) —f(a)” < (su;l) ||f'(x) ||) |b—al.

2.3 Fonctions étudiées en MP dans ce chapitre

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont de la forme suivante.
R"ou E un evn de dim finie ou F un evn de dim finie

|
|
Y
Q R

(xl)---yxl’l) — (fl(xl»H-)xl’l))fZ(xlr---yxn)y-~~)ﬁ’ﬂ(xl)---)xl’l))
A A
| |

| |
vecteur de R" vecteur de R™

Pour tout i € [1, m]
Rn
f; Q - R
(xl"")xn) = fi(xl,---»xn)

est une fonction a valeurs réelles (fonction i-ieme coordonnée), jamais encore étudiée.

2.3.1 Taux d’accroissement non défini

@ sia,x €, alors I'objet M n’est pas défini (division par un vecteur de R").
xX—a

2.3.2 Calcul différentiel

- f estdifférentiable en a € Q c R" s’il existe L € £ (R",R™) telle que

(%) fx) =, f@+Lx—a)+o(lx—al) [développement limité al’ordre 1 dans R"] ;

- f estdifférentiable en a, alors I'application linéaire L de R” dans R" vérifiant (x) est unique;

- si f est différentiable en a, alors sa différentielle en a est 'application linéaire d f(a) définie par

fx) = fla+df(a)-(x—a)+o(lx—all).
X—a _,—4

L(x—a)
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Exemple.
Lapplication

est différentiable en I, et

Det ‘

dDet(I,)

2.3.3 Théoreme fondamental (Critére €!)

Sila fonction f admet des dérivées partielles

of;

ax]'

-/%n(R) -
M

GLn(R) -
— detA

R

— Tr(M) .

Q - R

ofi

ax]'

(a)

continues sur Q, pour tout (i, j) € [1,m] x [1, r], alors I'application f est différentiable sur Q et, pour tout

ae(Q)

Matg,, %, (df (@) =

%(a)

0x1

O—XI(CZ)

Ofm
axl

(a)

0f

—(a)

0)62

0f

0xy,

o0f>

0xy,

(a)

(a)

3 fm
E (a)

[matrice Jacobienne de f en a]

ol %,, désigne la base canonique de R” et 98, la base canonique de R"".

2.3.4 Condition nécessaire pour étre un extremum local

Si

- Qestun ouvert de R";

- f:Q — R estune fonction différentiable sur Q;

- f atteint un extremum local en un point a € Q,

alors

On dispose ainsi un outil pour étudier les extrema locaux de f.

dfa=02mw) -
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2.4 Fonctions de deux variables réelles a valeurs réelles

Considérons un cas particulier de la partie 2.3, en spécialisant a n = 2 et m = 1. Nous allons donc nous
intéresser aux fonctions du type suivant.

RZ

Q

(x, ) —————f(x,y)
A A

|
vecteur de R? nombre réel

2.4.1 Legraphedelafonction f

On appelle graphe de la fonction f la partie I' de R® définie par

T:={x6y fx,) : (x,y) €Q}

i.e. I' est 'ensemble des points de I'espace de coordonnées (x, y, f (x, y)) obtenus en faisant varier (x, y) € Q.

Un point du graphe I" de f.

‘_ e _ e -.(x?ysf(x'Y))

6 4
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2.4.2 Si f estune continue son graphe est une surface (sens intuitif)

Sil’on suppose que la fonction f est continue sur Q, alors son graphe I" al’allure d'une surface (sens intuitif),
appelée parfois nappe.

_1\2 2
=D G+D7

SurfaceI'de f: (x,y) — 2.

3 2

SurfaceI' de f: (x,y) — xy.

Version du 23 mars 2022 [08h00] 11 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @@@@ MP2122

SurfaceI' de f: (x, y) — sin(xy).

1 1
Surface'de f: (x,y) — i ? +sin(xy).
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2.4.3 Exemple d’étude d’extrema d’une fonction de R? dans R
Considérons de nouveau la fonction

R? - R
_1\2 2
x-D7  +D"
3 2

2

x,y) — f:(xy~—
et étudions ses extrema.

Comme f(x, y) est une expression polynomiale en les variables x et y, f admet des dérivées partielles en tout
point (a, b) de R?.

Apreés calcul, on obtient
of
ox’

2 0
(a,b)— =(a—1) et —f:(a,b)Hb+1.

3 oy
Comme ces deux applications sont continues sur R?, le critére €' s’applique : la fonction f est différentiable

sur R? et pour tout (a, b) € R?, la matrice de df{, ) dans les bases canoniques est

of of (2

D’apres la condition nécessaire pour étre un extremum local, f admet un extremum local en (a, b) € R? si et

seulement si
a-1=b+1=0

i.e.si(a,b) =(1,-1). Il est clair que f(1,—1) = —2 est un minimum global de f.

Conclusion. La fonction f posséde un unique extremum local. Il s’agit d'un minimum global, valant -2,
atteint en I'unique point (1,-1).
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3 Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

3.1 Une fonction définie sur un voisinage de Oy
Soient
e E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Nf (elles sont toutes équivalentes);

e Fun R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E;

f: Q— F une application;

* aun point de Q;

h un vecteur non nul de E.

On a donc la situation suivante

- vecteur non nul de

h—— =<
~
~
~N
~
~

\

(E, Ng) evn de dim finie muni de Ng

A

[

[

Q F

Ve /4 f
a-_ _ pointde’//// X f(x)

- _ - A .

[ [

[ [
vecteur de E vecteur de F

LEMME 20.1 (Une fonction définie sur un voisinage de Og) — La fonction de la variable réelle t

Qan: t— fla+t.h)

est définie sur un ouvert de R qui contient Og.

Démonstration —
» Introduisons la fonction 7, j, la translation au point a suivant le vecteur h, définie par

R — E

T
ah |t a+th

Cette application est Ng(h)-lipschitzienne, donc continue sur R. En effet, pour tout (1, £,) € R?
NE(Tan(82) =T n(f)) = Ngla+ta.h—(a+ t1.h)g = Ng((f — 11).h) = Ng(h) |t - 1] .

e Soitt eR.
@qnestdéfinieent < a+theQ

— Tan(HeQ
<~ fte€ T;lh(Q).

Donc I'’ensemble de définition de la fonction ¢, ;, est T;lh(Q), qui est un ouvert de R, comme image
réciproque de I'ouvert 2 de E par I'application continue 7 j,.
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e De plus, il est clair que ¢, , est définie en Og, puisque a + Ogr.h = a € Q.

Q.E.D.

Ilustration du domaine de définition de la fonction ¢, j,.

3.2 Dérivée selon un vecteur ou dérivée directionnelle

DEFINITION 20.2 (Dérivée selon un vecteur) — Soient

E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F une application;
* aunpointde();
¢ h un vecteur non nul de E.

Soit la fonction ¢, j, de la variable t réelle

Qan: t— fla+t.h)
qui est définie sur un ouvert de R contenant Og.

1. Ondit que f est dérivable en a suivant le vecteur h si la fonction ¢, j, est dérivable en 0.

2. Si f estdérivable en a suivant le vecteur h, alors on pose

fla+th)— f(a) c
t

Dpf(a):= ¢!, ,(0) = lim F
’ t—0R

Ce vecteur de F est appelé vecteur dérivé de f en a selon le vecteur h.
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Illustration d’'une dérivée en un point suivant un vecteur non nul.
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EXEMPLE 20.3 — Lapplication f: R*> — R définie par

3 —y4
m si(x, )/) #(0,0)
Vx,y) eR?,  flx,y) = Y
0 si(x,y)=1(0,0)

admet une dérivée selon tout vecteur non nul de R? au pointen (0,0).
Soit h = (hy, hy) € R?\ {(0,0)}.

FUO,0 +1(hy, h2)) ~ f(0,0) _ 1 Phi—t'hy  hi—thy ns
t t 2 h2+12h3  hP+h: =0 B2+ hE’

Donc la fonction f est dérivable en h = (hy, hy) € R2\ {(0,0)} au point (0,0) et

3

D, f(0,0) = —+— .
nf (0,0 H2 + 2
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3.3 Dérivées partielles

DEFINITION 20.4 (Dérivées partielles - cas général) — Soient

e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes) et d’'une
base B = (ey,...,en);

F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;
* aunpointde(Q;

e f:Q— F uneapplication dérivable en a suivant tous les vecteurs ey, ..., e, de la base 9B de E.

Alors pour tout i € [1,n], on définit la i -eme dérivée partielle de f en a, notéed; f (a), par

0if(a):=D,, f(a)€ F|.

DEFINITION 20.5 (Dérivées partielles - cas o1 la source est un ouvert de R"”) — Soient
o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte deR" ;
* aunpointde();

e [1Q—F; (x1,...,xp) — f(x1,...,Xx,) une application dérivable en a suivant tous les vecteursey,...,e,
de la base canonique % de R".

0
Alors pour tout i € [1,n], on définit la i -eme dérivée partielle de f en a, notéed; f (a) ou % (a), par
i

0
—f(a) :=0;f(a):=D,, f(a) € F|.
6x,-

EXEMPLE 20.6 — Lapplication f définie par

RZ - R
(x,y) =~ x3+xy+y2.

f

posseéde des dérivées partielles dans la base canonique deR?.
On note 9 = (ey, e2) la base canonique de R2. Soit a = (a1, a») € R?.

e Premiere dérivée partielle de f en a.
PourtoutteR

Pae (D)= fla+te) = flay+1t,a) = (a1 + 1> + (ay + o + as .
Comme cette expression est polynomiale en t, elle est dérivable en tout t € R et

df (a+tep)

=3+’ +a.
o7 (n+1) 2

Version du 23 mars 2022 [08h00] 17 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

Ainsi 5 g

0x dt =0

Nous aurions obtenu la méme formule si nous avions dérivé f(x,y) par rapport a x, en supposant y
constant, avant d'évaluer le résultat en (x,y) = (a, az).

:3a%+a2.

e Deuxiéme dérivée partielle de f en a.
Pour tout t € R
Pae,(t):=fla+te)) = flar,a2+1) = a‘;’ +a1(ar+ 1)+ (ar + n?.

Comme cette expression est polynomiale en t, elle est dérivable en tout t € R et

W:dlﬁ-Z(dgﬁ-ﬂ.
Ainsi of af o)
a+te
a—y(a):ZGZf(a): TZ tZO:a1+2ag.

Nous aurions obtenu la méme formule si nous avions dérivé f(x,y) par rapport a y, en supposant x
constant, avant d’évaluer le résultat en (x,y) = (a1, ay).

REMARQUE 20.7 (Calcul pratique des dérivées partielles) — En pratique, lorsque l'on dispose d’'une expres-
sion de f définie sur un ouvert deR", la i-eme dérivée partielle se calcule en dérivant l'expression par rapport
a la i -eme variable, les autres variables étant considérées comme des constantes, pour tout i € [1, n].
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4 Différentiabilité et différentielle en un point

4.1 Notation de Landau

Soient

e (E, Ng) un espace vectoriel normé de dimension finie;

(F, Nr) un espace vectoriel normé de dimension finie;

o R
une application f: ¥, — F.
On écrit

fh= o (Ne(h)

si
f(hy F
NE(h) h—0g

F

ou de maniere équivalente si
Ng(f(h) N (f(h) ) R
Y o Np |

NEg(h) Ng(h)) h—og

Idée intuitive. f(h) = .0 (Ng(h)) signifique que
E

—

—— O

7/0’; un voisinage de Og, privé de O (on parle de voisinage épointé);

la quantité vectorielle f(h) dans F, divisée par Ng(h), tends vers O, lorsque h tend vers O.

4.2 Présentation du contexte général

Dans cette partie 4, nous considérerons souvent la situation suivante.

E espace vectoriel de dimension
finie muni d'une norme Ng

ouvert

espace vectoriel de dimension

finie muni d'une norme Ng
[

[
[
[
[
¥
F

- Xt
A
|

[
vecteur de E

f(x)
A

vecteur de F
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4.3 Application différentiable en un point

DEFINITION 20.8 (Application différentiable en un point) — Soient
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F une application;
* a un pointde(.

On dit que [ est différentiable en a s'il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel que

fla+h) = f(a)+L(h) + 2 (Ng(h)

i.e. telle que
fla+h)— f(a)— L(h)

Ng(h) h—0g

Of

REMARQUE 20.9 (Lapplication /1 — f(a+ h) est définie sur un voisinage de 0y) — Comme Q est un ouvert
de E et comme a € Q, il existe ry > 0 tel que PBg(a,r,) < Q. On en déduit que le vecteur f(a+ h) de F est bien
défini, pour tout h € Bg(0g, ra), donc sur un voisinage de Og.

REMARQUE 20.10 (Interprétation de l'application linéaire L € £ (E,F)) — Lapplication L € £(E, F) peut
étre vue comme l'application linéaire de E dans F qui approxime au mieux l'application

h— fla+h)-f(a)

au voisinage de O.

EXEMPLE 20.11 (Différentiabilité en tout point de 'élévation au carré dans ./, (R)) — Soit n = 2 un nombre
entier. On munit 4 ,(R) d'une norme d’algébre unitaire, par exemple de la norme ||-|| définie par

n
VMe.My,[R), |M|:= max (Zl[Mliﬂ)-
Isj=n\;5

Soit l'application
f MR —  Mp([R)
A~ A%

Soit A€ M, (R) une matrice fixée.
e SoitH € My,(R).

fA+H)=(A+ H?=(A+H)(A+ H) = A*> + AH+ HA+ H”.
~N Y——
f(A)  linéaireen H

e Lapplication
MR — Mu(R)

L H — AH+HA

est linéaire.
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e Pourtout H € 4, (R) \ {OM,,(R)}
0<||H| < IHI

et donc )
<|—=|=IHI.
| HIl
Par Théoreme d’encadrement
HZ
— 0 4,m®
IHI H=0.4,®
Donc
H*= o (IHI.
H=04,m

e De ce qui précéde on déduit que Uapplication f est différentiable en a, avec

f(A+H)=f(A)+L(H)+H 0 CIIHID

—Vn®)

ou L est 'endomorphisme de 4,,(R) qui a H € #,(R) associe AH + HA.

4.4 Ladifférentiabilité en a entraine la continuité en a

PROPOSITION 20.12 (La différentiabilité en a entraine la continuité en a ) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F uneapplication;
* a un point de().

Si l'application f est différentiable en a, alors elle est continue en a.

Démonstration — Supposons f différentiable en a. Alors il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel
que
fla+h)= f(a)+ L(h) + . 00 (Ng(h)) .
—VE

L'application L est linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie. Elle est donc continue et ainsi

L(h) —— L(0p) =0Ff.

—0p
On observe
_(?OE(NE(h))
po, VW= ) e e
T —
Ainsi

fla+h) = f(a)+L(h)+h00 (Ng(h)) fl@)+0r+0Fr=f(a).
—VE

h—0g
Q.E.D.
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REMARQUE 20.13 (Une application continue en a n’est pas nécessairement différentiable en a) — Lappli-

cation
R — R

f x six=0
X — |x|= .
—-x Six<0

est continue en 0, mais n'est pas différentiable en 0.

Démontrons le par Uabsurde en supposant que f est différentiable en 0, i.e. en supposant qu'il existe une ap-
plication linéaire L € £ (R,R) telle que

|hl=f(W)=fO)+L(MW+ o (IR)=L(W+ o (Ik)=hL1D)+ o (Al .
h—0 h—0 h—0

Si h € R*, on obtient, en divisant chaque membre par | h|

h
1= mL(1)+h20(1) .

Quand h — 07", il vient L(1) = 1 et, quand h — 0™, il vient —L(1) = 1. Contradiction.

4.5 Une application différentiable en a admet des dérivées dans toutes les directions
ena

PROPOSITION 20.14 (Une application différentiable en a admet des dérivées directionnelles en a) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F uneapplication;
* aunpointde();
* v un vecteur non nul deE.
Supposons lapplication f différentiable au point a, i.e. qu'il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel que

fla+h)= f(a)+ L(h) +h 00 (Ng(h)) .
—VE

Alors Uapplication f admet une dérivée en a, suivant la direction v, et

D, f(a) = L(v).

Démonstration —

o Lapplication
_ fla+h)- f(a)—L(h)
Ng(h)

est définie sur un voisinage %, ouvert de O, privé de O (on parle de voisinage épointé de 0g), et vérifie

e h

- fla+h) = f(a)+ L(h) + Ng(h) e(h) pour tout h € 7/”;;
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- €(h) —— Op, i.e. Np(e(h)) —— Og.

h—>OE h_’OE
* On consideére pour un ¢ € R* tel que t.v € 7.

fla+tv)-fla) f(a)+L(t.v)+ Ng(t.v)e(t.v)—f(a) L)+ Ng(t.v)e(t.v)
t - t - t

Ng(t.v)e(t.v)

=L+

o Le résultat de la proposition 20.14 découle de la propriété

Ng(t.v)e(t.v)
t t—0R

Of

qui équivaut a

Ng(t.v)e(t.v)
pJELDED)

Nous démontrons ci-dessous.

¢ Nous observons

1
= — Nr(|t] Ng(v)e(t.v)) = Ng(v) N (e(t.v))

|2l

() 0= Np(PEEDEED)

Comme t.v — 0 quand ¢ — Og et Nr(e(h)) — Og quand & — O, on obtient par composition de limites

(% %) Nr(e(t.v)) — Op.
t—0R

Ng(t.v)e(t.v
De (%), (x%) et du Théoreme d’encadrement, nous déduisons Ng ( £ t) ( )) "y Op.
—UR

REMARQUE 20.15 (Admettre des dérivées directionnelles en a n’entraine pas la différentiabilité en a) — Soit
lapplication f: R? — R définie par

x5

— o Sy #0,0
0 si (x,7) = (0,0)

La fonction f admet des dérivées directionnelles en (0,0), dans toutes les directions, mais n'est pas différentiable
en (0,0). Démontrons le.

e Soitv = (v, v,) € R\ {(0,0}. Donc au moins l'un des nombres vy, v, est non nul.

Soit t € R*.
fU0,0) +t(vy,v2)) — f(0,0)  f(tvy, tvy)
t t
1 P vy
ot (tvy— 2 v+ t4v]

4,5
t* v}

2 vs-203vF v+ 214 v]

2,5
2 V3

2 _ 2 2.4
vy =2t V7 U2+ 217 0]

On distingue alors deux cas.
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- Casou vy #0.
Sivy #0, alors
f(0,0) + t(v1,v2)) — f(0,0) B t? vf

=0 12 =
t t0y2t0

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur v = (vy, v2) et
D,f(0,0)=0.

- Casou vy =0.
Supposons v, = 0. Alors comme v # (0,0), v #0.

f0,0)+ t(v1,v2)) — f(0,0)  £7v) vy

t T22Kt 2 0 2

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur v = (vy, v2) et

_h
DUf(OJO)_ 2 .

- Lapplication admet donc des dérivées en (0,0) suivant tout vecteur v = (vy, v2) € R2\ {(0,0} et

0 siv,#0

(%) D, f(0,0) =
> sivy =0.

o Démontrons que f n'est pas différentiable en (0,0), en raisonnant par l'absurde.
Supposons donc qu'il existe une application linéaire L€ £ (R?,R) telle que

F((0,0) + (h1, h2)) = £(0,0) + L(hy, hp) + PN (\/hf + hg) .
D’apres la Proposition 20.14
(k%) VY (v1,v2) €R®\{(0,0}, Dyy,0,)f(0,0)=L(vy,v5).
Calculons de deux manieres D1 f(0,0). D'apres (%)
Du,1)f(0,0)=0.
D’apres (x) et (% x)
D,1)f(0,0)=L(1,1) = L((1,0) + (0,1)) = L(1,0) + L(0,1) = D(3,0 f(0,0) + D(0,1) f(0,0) = % +0= % .

On a ainsi une contradiction.
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4.6 Différentielle en a d'une application différentiable en a

PROPOSITION-DEFINITION 20.16 (Différentielle en a d’'une application différentiable en a) — Soient

e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);
e F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);
o Q une partie ouverte de E ;
e f:Q— F uneapplication;
* aunpointde();
Supposons Uapplication f différentiable au point a, i.e. qu'il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel que
(%) fla+h) = f(a)+ L(h) +h—?05 (Ng(h)) .
1. Lapplication linéaire L vérifiant (x) est unique.
2. Lapplication linéaire L est appelée différentielle de f en a et est notée df (a).

3. Ladifférentielle de f en a est 'unique application linéaire de E dans F telle que

(%) fla+h) = f(a)+ df(a)-h+ho0 (Ng(h)) .
—VE

Démonstration — Seul I'unicité d’'une application linéaire L de E dans F vérifiant (x) mérite une explication.
Supposons qu’il existe deux applications linéaires L;, L, € £ (E, F) telles que

fla+h)= f(a)+ Ly (h) +h 00 (Ng(h)) et fla+h) = f(a)+ Ly (h) +h 00 (Ng(h)) .
—VE —VE

Soit v € E \ {0g}. D’apres la Proposition 20.14
Li(v)=Dyf(a)=Lx(v).
De plus, comme L;, Ly € Z(E, F)
L1(0g) =0fF = L2(0pg).

Donc les applications L; et L, sont égales. Q.E.D.

REMARQUE 20.17 (Expression des dérivées directionnelles en termes de différentielles) — On conserve les
notations de la Proposition-Définition 20.16 et on considere un vecteur v € E \ {0g}. D'apres la proposition
20.14

D,f(a)=df(a)-v.

EXEMPLE 20.18 (Suite de 'exemple 20.11) — Les résultats établis pour la fonction

MR — M (R)
f A — A2

dans l'exemple 20.11 s'interpretent comme suit.
Lapplication f est différentiable en tout point A € M, (R) et la différentielle de f en A € #,(R) est donnée
par

df (A)

MyR) —  Mu[R)
H — AH+ HA.
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4.7 Synthese sur la continuité, les dérivées directionnelles et la différentiabilité

On considere la situation suivante.

_____ __vecteur non nul de

v ~<_
=~ ~
~N
N
N
E espace vectoriel de dimension espace vectoriel de dimension
finie muni d’'une norme Ng finie muni d’'une norme N
|
|
ouvert :

|
Y

Q F

7 f
e
-
a— point de //// X f(x)
| |
| |
vecteur de E vecteur de F
Continuité de f en a.
La fonction f est continue en a si
F
fla+h) fla).
h—0g

Dérivabilité et dérivée de f en a suivant v.
» Lafonction f est dérivable en a suivant v s’il existe ¢ € F tel que

fla+tv)—f(a) F

t t—0r

I

 Si f estdérivable en a suivant v, la dérivée de f en a suivant v est

fla+t.v)- f(a) c
t

D,f(a):= }Lr& F.

Dérivabilité partielle et dérivées partielles de f en a dans le cas ou1 E = R"
Soit %, = (ey, ..., e,) la base canonique de R" et soit i € [1, n].

e On dit que f admet une i-eme dérivée partielle en a si la fonction f est dérivable en a suivant e;, i.e.
s'il existe ¢ € F tel que

fla+te)—fla) F

t t—0r

I

e Si f admet une i-eme dérivée partielle en a, la i-eme dérivée partielle de f en a est

I ()= D, f(a) := lim flatte) - fla)
axl- t—0g P

F.
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Différentiabilité et différentielle de f en a.

o Lafonction f est différentiable en a s'il existe L € £ (E, F) tel que f(a+ h) = f(a) + L(h) + . o0 (Ng(h)).
—VE

 Si f est différentiable en a, 'application L de E dans F dans le DL1 de f en a est unique. On 'appelle
différentielle de f en a et onlanote df(a). On a donc

df@eLEF) et fla+h=f@+df@-h+ o (Np(h).

~

DL1de fena

Différentiabilité de f en a versus continuité de f en a.

f différentiable en a | === f continue en a

f continue en a | == X =| f différentiable en a

Un exemple d’application continue en un point (0) mais qui n’est pas différentiable en ce point est donné
par I'application
R — R

f x six=0
x — |x|= .
—-x six<0

Différentiabilité de f en a versus dérivées directionnelles en a suivant tout vecteur

f est dérivable en a suivant tout vecteur v € E\ {0}
f différentiable en a | =—= et

Dyf(a)=df(a)-v

f est dérivable en a suivant tout vecteur v € E\ {0g} | == X =| f différentiable en a

Un exemple d’application qui admet des dérivées dans toutes les directions en un point ((0,0)) mais qui n’est
pas différentiable en ce point est donné par I'application f: R? — R définie par

x5

m si (x, y) #(0,0)

V(x,y) €R?, f(x,y) =
0 si (x,¥) = (0,0)

Ses dérivées directionnelles en (0,0) suivant le vecteur v = (vy, v2) € R?\ {(0,0)} sont données par

0 sivy#0

DUf(O)O) =
— sivy=0.
2
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5 Deux exemples élémentaires d’applications différentiables
5.1 Différentiabilité et différentielle d’'une application constante
PROPOSITION 20.19 (Différentiabilité et différentielle d’'une application constante) — Soient

o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F une application constante;
* aunpointde();

Alors Uapplication f est différentiable en a et

df(a)=0%EF) -

Démonstration — Soit r, > 0 tel que Bg(a, r,) < Q. Alors pour tout h € Bg(0g, ry)

fla+h) = f(a)=f(@)+0gErn(h) + \Ofd

linéaire en h o (Ng(h)
h—0p

Comme nous avons obtenu un DL1 de f en a, 'application f est différentiable en a et de plus la différentielle
de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL, i.e.

df(a) =0gEF) -

Q.E.D.
5.2 Différentiabilité et différentielle d’une restriction d’application linéaire

PROPOSITION 20.20 (Différentiabilité et différentielle d’une restriction d’application linéaire) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: E— F uneapplication linéaire dont la restriction a ) est notée fq ;
* aunpointde();

Alors l'application fq est différentiable en a et

dfial@=f.
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Démonstration — Soit r, > 0 tel que Bg(a, ry) < Q. Alors pour tout h € Bg(0g, ry)

fiala+h)=fla+h)=f(a)+ f(h) = fia(@+ f(h) + O
—— —

linéaire en h o (Ng(h)
h—-OE

Comme nous avons obtenu un DL1 de f en a, 'application f est différentiable en a et de plus la différentielle
de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL1, i.e.

df(@)=71.

Q.E.D.
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6 Différentiabilité et différentielle de fonctions d’un ouvert de R” dans
[Rm

6.1 Différentiabilité et différentielle de fonctions d’un ouvert de R dans R

PROPOSITION 20.21 (Différentiabilité et différentielle de fonctions d'un ouvert de R dans R™) — Soient
e m =1 un nombre entier;
o Q une partie ouverte deR;
e f:Q— R™ une fonction;
* aunpointde();
1. La fonction f est différentiable en a si et seulement si la fonction f est dérivable en a.
2. Sila fonction f est différentiable en a, alors

* ladifférentiellede f ena: df (a) € £ [R,R™);
fla+h) - f(a) c
h

s'expriment mutuellement l'une en fonction de l'autre comme suit

VheR, df(a)-h=h.f'(a) et f'(a)=df(a)-1.

Rm

e ladérivéede fena: f'(a):= }liII(l)

Démonstration —

e Supposons 'application f différentiable en a. Il existe r, > 0 tel que la —r,, a + ralc Q et pour tout

hel—rgral
fla+h)=fla)+df(a)-h+ o (h)=f(a)+h.df(a)-1+ o (|h])
h—0g h—0g
Ainsi (1
o)
f(a+h)—f(a):df(a).1+h—»ow
h h
—_——
———Opm
h—*O[R
et h
flath-j@ df(a) 1.

h h—0p
La fonction f est donc dérivable en a et f'(a) = df(a)-1.

e Supposons l'application f dérivable en a. Alors f admet un DL1 en a au sens des fonctions de la va-
riable réelle
fla+h)=f@+ h.f'ta + o (Al
— h—0p
linéaire en h
d’apres la Proposition 17.6 du chapitre 17 « Fonctions a valeurs dans un espace vectoriel normé de di-
mension finie ».
Comme nous avons obtenu un DL1 de f en a, 'application f est différentiable en a et de plus la diffé-
rentielle de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL, i.e.

R — R

Y@\ y o nfia.
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Q.E.D.
EXEMPLE 20.22 — On considere la fonction inverse
R* — R
1
fl, o1
x
1
et un point a deR*. La fonction f est dérivable en a et f'(a) = — — . D'apres la Proposition 20.21, l'application
a

f estdifférentiable en a et sa différentielle est donnée par

R — R

d

Ll
a

6.2 Différentielle dune fonction différentiable définie sur ouvert de R” via ses dérivées
partielles

PROPOSITION 20.23 (Expression de la différentielle d’'une fonction différentiable via ses dérivées partielles)
— Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

o B, =(el,...,ey) la base canonique de R" ;

e Q une partie ouverte deR" ;

* aunpointde();

e f:Q— R"™ une application supposée différentiable en a.

1. Les dérivées partielles

of of
a—xl(a) =D, fl@eR™ , ... , axn(a) :=D,, f(a) e R™
existent toutes.
n
2. Pour touth = Z hi.e;eR", ot hy,...,h, €R
i=1
n 0
df(@-h=)_ hi.—f(a) eR™.
i=1 Xi

La connaissance des dérivées partielles de f en a suffit donc a connaitre la différentielle de f en a.

Démonstration —

1. Lassertion est conséquence de la Proposition 20.14.
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n
2. Soith = Z h;.e;eR" ou hy,...,h, €R.
i=1

df(a)-h = df(a)-(Zhi.ei)
i=1

n
= ) hi.df(@-e; [linéaritéde df(a)]
i=1

n
= ) hiDe,f(a) [Proposition 20.14.]
i=1

= l-zzlh"d_xi(a)

Q.E.D.

6.3 Matrice Jacobienne

PROPOSITION 20.24 (Matrice Jacobienne) — Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

o B,=(ey,...,ey) labase canonique deR" ;

o B =(e),...,ey) labase canonique deR™ ;
o Q une partie ouverte deR" ;

e aunpointde();

e 1 Q—-R"; (x1,...,x0) — (fi(x1,..., Xn), ..., fm(x1,..., X)) uneapplication supposée différentiable en a.

1. Pour touti € [1,m], la i-eme application coordonnée de f

f Q - R
! (xl,---,xn) = fi(xl;---,xn)

est différentiable en a.

2. Pourtouti € [1,m], la i-eme application coordonnée de f
P Qa - R
! (XI,...,xn) = fi(xl»---»xn)

admet des dérivées en a dans toutes les directions, en particulier ses dérivées partielles en a existent.

3. La matrice de l'application df (a) € £ (R",R™) dans les bases B,, et B, est donnée par

of, . ofi,  of

31, (a) P (@) ... ox, (a)

0 0 0

Oy gy . 2y, , _
Matg, s, (df (@) = | 0x1 0x2 0xp [ matrice Jacobienne de f en a

Ofmigy Omegy .. Umey

6x1 6x2

0xy,
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Démonstration —

e On munit R"” et R des normes N, et N,,, définies par
Y (x1,...,X,) ER", N,(x1,...,X,) ;= max |x;| et Y (X1,...,Xm) ER™, N, (x1,...,%X) ;= max |x;| .
1<i<n l<i<m

e Pour tout i € R", le vecteur df(a)-h € R se décompose d'une unique maniere dans la base %,,. 1l
existe un unique m-uplet de réels (L, (h),..., L,,(h)) tels que

m
df(a)-h=)_Li(h).e}.
i=1
Pour tout i € [1, m], on définit 'application L; par

R" — R

Ll w = L

i.e. 'application L; associe a un vecteur / de R" la i-eme coordonnée du vecteur df(a)-h de R™ dans
la base %,,.

e Démontrons que les applications L1,..., L,, sont linéaires. Soient hy, hy € R" et 11,1, € R.

df(a)- (A1.h + A2.hy)  [par définition des applications Ly, ..., L]

m
Z L;(A1.hy + Ag.hz).eé
i=1

= Mdf(@-h+Adf(a)-hy [df(a) estlinéaire|

m m
= M.) Li(h).e;+22.) Li(hy).€; [par définition des applications Ly, ..., Ly,]
i=1 i=1

= ) (Mi.Li(h) + A2.Li(hy)) €]
i=1

Par unicité des coordonnées d'un vecteur de R dans la base %,,, il vient

Vie [[l,m]], Li(/ll.hl +/12.h2) = Al.Li(hl) +/12.Ll‘(h2) .

e Soit r, >0 tel que Bg(a,ry) < Q. Comme f est différentiable en a, pour tout h € Bg(0g, r,)

fla+h)=fla)+ df(a)-h+ .9 (Nn(h)

i.e.
%) N, fla+h)—f(a)—df(a)-h O .
Ny (h) h—0pn
Comme -
fla+h) = (fila+h),...,fmla+h)=)_ fila+h).e;
i=1
m
fla = (fila),..., fu@) =) fila).e
i=1
m
df(a)-h = ) Li(h).€}
i=1
ona
fla+h)— fla)—df(a)-h _ i fila+h) - fi(a)— L;(h) o
Ny (h) = Ny(h) '
et donc

fla+h) - f(a)— df(a)-h) B
Nn(h) _lsism

ax fila+ h)— fi(a)— L;(h)

N
Ny (h)
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e Soit k € [[1, m]. De

max
1<i<m

0< fila+h) = fr(a)— Li(h) ‘ -
N, (h)

f,-(a+h)—f,~(a)—L,~(h)‘_N (f(a+h)—f(a)— df(a)-h
Ny (h) o Ny(h)

(%) et du Théoreme d’encadrement, on déduit

Jela+h) - fi(a) — Li(h)
Np(h) h—0gn

OR

ie.
fila+h) = fi(@+ Lig(h) + o (Ny(h).
——

h band OIR"
linéaire en h

Comme nous avons obtenu un DL1 de fi en a, I'application fj est différentiable en a et de plus la
différentielle de fi en a est 'application linéaire Ly, i.e.

dfi(a)=Ly.
e D’apres ce qui précede, pour tout h € R"
m m
(xx)  df(@-h=) Li(h).e;=) (dfi(a)-h).é€;
i=1 i=1

» La premiere assertion est démontrée. La seconde résulte de la Proposition 20.14. Reste a calculer la
matrice Matg, 4, (df(a)). Il s'agit donc de calculer, pour tout j € [1, n], les coordonnées du vecteur
df(a)-e; dans la base %,, de R™, celles-ci formantla j-iéme colonne de Matg, ,,(df (a)).

« Soit j € [1,n].

df(a)-e;

Y (dfi(a)-ej).e; [dapres (x%)]
i=1

m
= ZDejfi(a).e; [Proposition 20.14]
i=1

m o5f
= ) fl.(a).e; [Définition des dérivées partielles]

i=10X;

0fi
E(G)
OF o)

Donc la j-iéme colonne de Matg, 2 (df(a)) est [ 0X;

a(a)

Q.E.D.
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7 Différentiabilité et caractére €' sur un ouvert

On consideérera souvent, dans cette section, la situation suivante.

E espace vectoriel de dimension espace vectoriel de dimension
finie muni d’'une norme Ng finie muni d’'une norme Ng
|
|
ouvert :
|
y
Q F
ad f
7
-~
a- _ _ pointde ~_ _ -~ Xt f(x)

- __ | )
| |
| |

vecteur de E vecteur de F

7.1 Différentiabilité et différentielle sur un ouvert

DEFINITION 20.25 (Application différentiable et différentielle sur un ouvert) — Soient
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);
o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte de E ;
e f:Q— F uneapplication.

1. Lapplication f est dite différentiable sur Q si elle est différentiable en tout point a de (), i.e. si pour tout
a € Q, il existe une application linéaire L, € £ (E, F) telle que, pour h dans un voisinage de Og, on ait le
développement limité a l'ordre 1

(x)  fla+h) =f(a)+La(h)+ A (Ng(h)) .
—VE

2. Supposons Uapplication f différentiable sur Q. Alors, pour tout a € Q, l'application linéaire L, € £ (E, F)
figurant dans (%) est unique; elle est appelée différentielle de f en a et est notée df (a). On a donc, pour
tout a € Q, pour h dans un voisinage de Og

(%) fla+h) = fla)+ df(a)-h+h 00 (Ng(h)) .
—VE

La différentielle de f est l'application df deQ) dans £ (E, F) définie par

Q - £(E,F)

E F
a . - arw ;

dfa@-h |application linéaire figurant dans le DL1 de f en a .
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EXEMPLE 20.26 (Suite des exemples 20.11 et 20.18) — Dans les exemples 20.11 et 20.18, nous avons démon-
tré que l'application

Mp(R) —  My(R)
f A — A2

est différentiable en tout point A de 4, (R) et que

MR — MR
ara | P &

— AH+ HA.
Ainsi, Uapplication f est différentiable sur 4, (R) et sa différentielle df est donnée par

Q - ZL(AM,([R))

df M) = M
A= df(A)' H AH+ HA

7.2 Rappels sur les normes sur un espace vectoriel de dimension finie

PROPOSITION 20.27 (Existence d’'une norme sur un espace vectoriel de dimension finie) — Soir E un K
espace vectoriel de dimension finie. Alors il existe une norme sur E.

Démonstration —
e Soit & = (ey,..., e,) une base de E. On définit 'application N par

E - R+

N < .
X=) Xg.ek, OUXy,...,. X, €K — max |xgl.
k=1 1 <ksn

L'application N est une norme sur E.

n
e Soitx= Z Xk-ex € E, ol x1,...,x, €K, tel que N(x) = 0. Alors pour tout ¢ € [1, ]
k=1

0<|x¢|< max |x|=N(x)=0.
1 <k<n

Donc x; =...=Xx, =0 et x = 0. La propriété de séparation de N est donc établie.

n n
o Soientx= ) Xi.ex € E, ol xy,...,x, €K, et A e K.Onadonc A.x = )_ (Axi).ek et ainsi
k=1 k=1

N(A.x) = max |Axg| .
1 <k<n

. SiA=0,alors N(A.x) = N(0g) =0=0.N(x) = |A| N(x).

. On suppose désormais A € K*. Pour tout ¢ € [1, n]

Axel = 1Al 1xo] < A max |xgl=IAl N(x) [indépendantde ¢] .
=K=n

Par passage au max
(%) NA.x) = 1m{glx A x¢] <A N(x)
s{=n
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1
En appliquant (x) avec x — A.x et 1 — T il vient

N(x) = N(%./l.x) <

1 1
X‘ N(A.x) = m N(A.x)

et donc
(* %) Al N(x) <= N(A1.x).

De (%) et (x%), on déduit N(1.x) = |A| N(x).

La propriété d’homogénéité de N est donc établie.

n n
e Soient x = Z Xr.ex€Eety= Zyk.ekeE, ol X1,...,Xn, ¥1,---»¥n € K. On adonc
k:l k:1

n
x+y=) (Xk+yr)-ex
k=1

et ainsi
N(x+y)= max |xg+ ykl .
1 <k<n

Pour tout ¢ € 1, n]

|xe+ ye| < 1xol+|ye| < 1n<ll?§n|xk| + 1111]?2("|yk| =N(x)+N(y) [indépendantde ¢].

Par passage au max
Nx+y)<=NX)+N(y) .

L'application N vérifie I'inégalité triangulaire.
Q.E.D.

THEOREME 20.28 (Equivalence des normes en dimension finie) — Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Ce Théoreme est admis.
REMARQUE 20.29 —

1. Toutes les normes étant équivalentes sur un espace vectoriel de dimension finie, les notions de conver-
gence et de limites, par exemple, ne dépendent pas du choix de la norme.

2. Sitoutes les normes sont équivalentes sur un espace vectoriel de dimension finie, il peut étre pertinent
d’en choisir une particuliere, possédant des propriétés agréables pour résoudre un probleme. C’est
par exemple le cas, sur .4, (R) (n = 2 entier), ou considérer une norme d’algébre unitaire peut étre
commode (cf. exponentielle d'une matrice).
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7.3 Application de classe €'

DEFINITION 20.30 (Application différentiable et différentielle sur un ouvert) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);
e F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte de E ;
e f:Q— F uneapplication.

On dit que l'application f est de classe €' surQ si
1. lUapplication f est différentiable surQ;

2. sadifférentielle df: Q — £ (E, F) est continue sur Q.

7.4 Critére fondamental pour étre de classe 6! sur un ouvert
THEOREME 20.31 (Criteére €' sur un ouvert) — Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

o B, =(el,...,ey) la base canonique de R" ;

o Bm=I(e),...,ey) labase canonique deR™ ;

Q une partie ouverte deR" ;
e 1 Q=R ; (x1,...,x0) — (fi(xX1,.0, Xn)s -, fr(X1,..., X)) une application.
On a les résultats suivants.

1. Lafonction f estdeclasse 6" surQ siet seulement si toutes ses dérivées partielles existent et sont continues
sur(, i.e.

a A
f estdeclasse €' surQ < V(i j)e[1,m]x[1,n], Gi est définie et continue sur Q.
Xj

2. Sila fonction f est de classe €' surQ, alors pour tout a € Q, la différentielle de f en a est donnée par

of, ofi,  of
31, (a) 3%, (@) ... ox, (a)
0 0 0
Oy Ly . 2y, , _

Matg, 5, (df (@) =| 0x 0x2 0xp [ matrice Jacobienne de f en a
Ofm  Uniy
%, (a) 3%, (a) ... 3%, (a)

Démonstration —

1. Admis.
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2. Déja établi (Proposition 10.24).
Q.E.D.

EXEMPLE 20.32 — On souhaite étudier la différentiabilité et, le cas échéant, calculer la différentielle de l'ap-
plication
IRZ - IRZ
f

(x,y) — |x*+xy-y> cos (yz):_ 1))
en sappuyant sur le critere €.

¢ Introduction des fonctions coordonnées.
Si on pose

fl:|R22—>IR;(x,y)-—»xz+xy—y3 et f2:R2—>R;(x,y)-—>cos(

y2+1
alors pour tout (x,y) € R?, f(x,¥) = (fi(x, ), fo(x, ).
P 0
o Etude de la dérivée partielle 0_];1
Soit y € R fixé. Lapplication
AGY:x— filx,y)=x*+xy—)°

est polynomiale, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de fi par rapport a x existe donc sur R? tout
entier et elle est donnée par
o

: R* = R; (x,)) — 2x+
0x oY) 25ty

qui est continue sur R?.

P 0
¢ Etude de la dérivée partielle a—fl
y

Soit x € R fixé. Lapplication
fi):y— il y) =x+xy-y°

est polynomiale, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de fi par rapport a y existe donc sur R? tout
entier et elle est donnée par
of

3y : R2—>R; (x,y)r—»x—’;%y2

qui est continue sur R>.

p 0
e Etude de la dérivée partielle ﬁ

Soit y € R fixé. Lapplication

1
+1

est la composée d’'une fonction rationnelle par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par
rapport a x existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

of:
0x

LGY):x— falx,y) = COS(y2

:IR2—>IR€;(x,y)~—>— L sin( s )
y2+1 y2+1

qui est continue sur R?.
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P 0
¢ Etude de la dérivée partielle a_fz
Soit x € R fixé. Lapplication
fo(x,9): y— fa(x,y) = cos (ﬁ)

est la composée d’'une fonction rationnelle par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f> par
rapport a y existe donc surR? tout entier et elle est donnée par

of:
ay

:|R2—>R;(x,y)-—> 2xy sin( s )

qui est continue sur R?.

o D'apres le critere €', la fonction f est de classe €' surR?, donc différentiable sur R? et pour tout (a,b) €
RZ
2a+b a-3b?
Maig(df (a,b)) = 1

— sin
b2 +1

sin (

a ab a
) 2 an()

b2 +1 b2+1)2

oit B désigne la base canonique de R? et donc pour tout (hy, hy) € R?

df(a,b)-(hi,h) =|2a+b) hy + (a-3b*) hy, —

sin(bzi 1) h + (biibl)z sin(b;j_ 1) hz) .

b2+1
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8 Deux méthodes classiques pour étudier la différentiabilité

8.1 Calculer un DL1 de f en un point a en développant f(a + h)

Soient
e Eun R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Nf (elles sont toutes équivalentes) ;

e F un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Nf (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E;

f: Q — F une application
* aun point de Q.
Méthode.

Pour étudier la différentiabilité de f en a, on peut chercher a développer la quantité f(a+ h), pour h € E un
vecteur au voisinage de O et chercher a obtenir une expression de la forme

fla+h)=f(a)+ Lh) +r(h)
— ——

linéaireen h  reste

—

Alors, sil’on prouve, avec le plus grand soin, que r(h) = - (Ng(h)), alors
E

1. T'application f est différentiable en a;

2. df(a)=L.

Exemple typique (Cf. exemples 20.11 et 20.18).
Nous suivi cette démarche pour établir que 'application

’.ﬂn(R) - Jﬂn(R)
f A — A2

est différentiable en tout point A de .4, (R) et que

df(A)

MR —  My(R)
H — AH+ HA.
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8.2 Appliquer le critere fondamental €' pour une fonction de plusieurs variables
Soient

e n=1etm=1desnombres entiers;

9B, = (e1,...,e,) labase canonique de R";

o Bm=(e),...,e,) labase canonique de R™;

Q une partie ouverte de R";

f:Q-=R"; (x1,...,xp) — (fi(x1,..., Xn), ..., fm(x1,..., X)) une application.

Méthode.

Pour étudier la différentiabilité de f sur Q tout entier, on peut, pour chaque couple (i, j) € [1, n] x [1, m],
o fixer toutes les variables x1,...,x;-1, Xj+1,..., X, (toutes sauf x; donc)

considérer la fonction d’une variable réelle

f“i(xll"')xi_ll ')xi+1) ';xn): xl '_)_fj(xly---)xn)

justifier la dérivabilité de la fonction d’une variable réelle f;(xi,...,X;-1, -, Xi+1, *, Xn)

calculer sa dérivée qui est, par définition, la i-eme dérivée partielle de la fonction f;

afj o
FP : x; — formule explicite a calculer
Xi

ofi
mentionner la continuité de la fonction == sur Q (Uexistence seule des dérivées partielles n’assure pas
Xi

la différentiabilité)

et enfin citer le critére € qui livre

1. le caractere €! de f sur Q et donc, en particulier sa différentiabilité sur Q

2. pourtouta€Q

of, + Of ofi

9%, (a) 3% (@) ... ox, (a)

0 0 0

Oy Ly . Ly _ _
Matg, %, (df(a) =] 0x1 0xz 0xp [matrice Jacobienne de f en a] .

Ofm O 0 fm

o1 (a) 9% (@) ... 3%, (a)
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Exemple typique (Cf. exemple 20.32).
Nous suivi cette démarche pour établir que I'application

R? - R?
! (x,y) — |x*+xy-y> cos yzi—l))
est différentiable sur R? et que pour tout (a, b) € R?
2a+b a-3b?
Matg(df(a, b)) = 1 . a 2ab . a
b+l sm(b2+1) (b2+1)2 sm(b2+1)

ol1 2 désigne la base canonique de R?.

Version du 23 mars 2022 [08h00] 43

David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

9 Opérations sur les applications différentiables

9.1 Combinaison linéaire de deux applications différentiables

PROPOSITION 20.33 (Combinaison linéaire d’applications différentiables) — Soient

E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

F un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f:Q— Fetg: Q— F deux applications;

A et u deux scalaires;
e a un point de Q.
Si les applications f et g sont différentiables en a, alors l'application

— F

Q
ATHEE | o A f+pg)

est différentiable en a et pour tout h€ E

dA.f+p.g)a)-h=A.df(a)-h+pu.dg(a)-h [identité entre vecteurs de F] .

Démonstration — Soit r, > 0 tel que Bg(a, ry) < Q. Alors pour tout h € Bg(0g, 1)

fla+h) = f(a)+ df(a)-h+h o (Ng(h)) et gla+h) =gla)+ dg(a)-h+h o (Ng(h)) .
—VE —VE

On en déduit

A.f+pu.g)la+h)

A.fla+h)+u.gla+h)

Alfl@+df(a)-h+ o (NE(h)))+u.(g(a)+ dg(a)-h+ o (Ng(h))
h—0g h—0g

Afl@a)+p.gla) + A.df(a)-h+pu.dgla)-h + i 00 (Ng(h))
~ ~ 7N ~ d —0g
A.f+p.g)(a) (A.df(a)+p.dg(a)-h

Comme l'application A. df(a) + p. dg(a): E — F est linéaire (combinaison linéaire d’applications linéaires),
nous avons un DL1 de 'application A. f + p.g en a.

Cette derniere est donc différentiable en a et sa différentielle en a est donnée par la partie linéaire du DL1,
i.e.pourtout he E

dA.f+u.g)a)-h=A.df(a)-h+u.dg(a)-h [identité entre vecteurs de F] .

Q.E.D.
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9.2 Composée de deux applications différentiables par une application bilinéaire

PROPOSITION 20.34 (Composée de deux applications différentiables par une application bilinéaire) — Soient

o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

F1 unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme NF, (elles sont toutes équivalentes);

F> unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme NF, (elles sont toutes équivalentes);

G un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f:Q— Fyetg: Q— F, deux applications;

B: Fy x F» — G une application bilinéaire;

a un point de ).
Si les applications | et g sont différentiables en a, alors l'application

Q - G

B(f,8) | . . B(f(x),g(x))

est différentiable en a et pour tout h€ E

dB(f,g)(a)-h=B(df(a)-h,g(a) + B(f(a), dg(a)-h) lidentité entre vecteurs de G] .

Démonstration — Soit r, > 0 tel que Bg(a, r,) < Q. Alors pour tout h € Bg(0g, 1)

fla+h)=f(a)+ df(a)-h+ i o0 (Ng(h)) et gla+h)=gla)+ dg(a)- h+h 00 (Ng(h)).
—VE —VE

On calcule, grace a la bilinéarité de B

B(f,g)a+h) = B(f(a+h),gla+h))
= B(f(a)+ df(a)-h+hg0 (Ng(h)), g(a) + dg(a)-h+h30 (NE(h)))

= B(f(a),g(a) [terme égala B(f,g)(a)]

+ B(df(@)-h,g(@)+B(f(a),dg(a)-h) [expression linéaire en h|

+ B(f(d), o (Ng(h)
R h—0g

+B(df(a)-h, dg(a)-h)+B ( dfta)-h, o (NE(h)))
~ ~ - —VE
@) . )

S

M 3

+ B( 0 (NE(h)),g(a))+B 0 (NE(h)),dg(a)'h)+B( o (Ng(h), o (NE(h)))
h—0g h—0g h—0g h—0g

~ S [ J/ [ J

@ ®) ®
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Démontrons que (1),(2),(3),(4),(5) et (6) sont des i 0O (Ng(h)) et alors la proposition sera établie.

Lapplication B est bilinéaire entre des espaces vectoriels de dimension finie. Elle est donc continue et il
existe Cg > 0 tel que

(x) Y(,y2) €F1xF, Ng(B(y1,y2) <CpNg (y1) NE,(y2) .

Les applications df(a) et dg(a) sontlinéaires entre des espaces vectoriels de dimension finie. Elle sont donc
continues et il existe Cy > 0 et Cg > 0 tels que

(xx) Vx€E, Npl(df(a)-x)<CrNg(x)
et

(x*x*) Vx€eE, Ng(dg(a)-x)=<CgNg(x)
De ces inégalités (x), (xx) et (* x %), on déduit

o (Ng(h)

(1). Ng (B (f(a),h ° (NE(h))) < Cg Nf, (f (@) N, (ME—) Ng(h)
—VE

Ng(h)

(. ~
~~

—0p

h—0pg

(2). Ng(B(df(a)-h, dg(a)-h)) < Cg Nr,(f(a)-h) Ng,(g(@) - h) < Cg C Cg Np(h)?

0 (Ng(h)
3). Ng (B ( df(@-h, hgoE(NE(hn)) < Cg Nr, (f(a)- 1) N, (hgoEwE(h)) < CpCr N, (W) Ne(h)?
(4). Analogue a (3)
(5). Analogue a (1)
o (Ng(h) 0 (N&(h))
(6). Ng (B (hgoE(NE(h)),hgoE(NE(h))))scBNFl (W) FZ(W)NE(W

[ J S

—)OIR —’OIR

h—0p h—0f

Grace au Théoréme d’encadrement, on obtient que tous les termes (1),(2),(3),(4),(5) et (6) sont des o0 (Ng(h)).
—VE

Q.E.D.

EXEMPLE 20.35 — Soit n = 2 un entier. On cherche a appliquer la Proposition 20.34 pour retrouver les résultats
établis pour U'application
MR —  Mp([R)
8

dans les exemples 20.11 et 20.18.
Si on introduit l'application

B ‘ MR x MR — MR

(M1, M>) — MM,

alors l'application B (id_«, ®),1d.4,®)) est donnée par

M

B(id 4w 1d.4,® —  B(id_s,® (M),id_4,® (M) = M?
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et donc coincide avec f.
Soit A€ M, (R). Lapplicationid 4, ) est linéaire donc différentiable en A et sa différentielle en A est elle-méme,
ie.

didﬂn(R) (A) = id,ﬂn([R) .

La Proposition 20.34 sapplique. Lapplication B (id_4,®),id«,®) = f est différentiable en A et pour tout H €
Mn(R)

df(A)-H dB (id.«,®),id.«,®) (A) - H

= B(did 4, (A) - H,id_4,®(A) + B (id s, @ (A), did_4,® (A) - H)
= B(id.«,®H),id.4,®(A) + B (id.«,® (A),id.4,® (H)

= B(H,A) +B(A H)

= HA+AH.

9.3 Composée de deux applications différentiables

Nous allons considérer la situation suivante.

E espace vectoriel espace vectoriel
de dimension finie de dimension finie
muni d'une norme Ng muni d'une norme Ng
ouvert
espace vectoriel
J f v . . .
U - F de dimension finie
RN - muni d'une norme Ng
~ H
b~
*G ~ ouvert
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THEOREME 20.36 (Composée de deux applications différentiables) — Soient

o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);

G un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

U une partie ouverte de E ;

V une partie ouverte de F ;

e uneapplication f: U — F telle que, pour toutxe U, f(x) e V;

une application g: V — G;

a un pointde U.

On suppose que

(H1) l'application f est différentiableen a;
(H2) l'application g est différentiable en f(a).

Alors l'application
u - G

A )

est différentiable en a et

d(go f(a) = dg(f(@) o df(a) |[égalité entre applications dans £ (E,G)|
—— =
eZ(FG) eZ(E,F)

ie.
VYheE, dgof)@-h=dg(f(@)-(df(a)-h) |égalitéentrevecteursdeG]|.

Démonstration —

e Introduction d’'un voisinage de f(a).
Comme f(a) appartient a 'ouvert V de F, il existe p > 0 tel que Br(f(a),p) < V.

élément de

f(a)i' ......................... - Br(f(a),p) © Ve

=
élément de ouvert ouvert

» Différentiabilité de g en f(a).
Comme g est différentiable en f(a), pour tout k € Br(0F, p)

*x)  g(fl@+k) =g(f(a)+ dg(f(a)- k+ .0 (Ng(K)) -
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 Introduction d’un voisinage de a.
Lapplication f est différentiable en a, donc continue en a (Proposition 20.12). Donc

k(h):= f(a+h)- f(a) —— Of.
h—0g

Ainsi, il existe r > 0 tel que pour tout h € Bg(0g, )

a+heU et k(h):=f(a+h) - f(a)e€BrF,p).

élément de
¢ N C
@ - gaaniae BrU @, 0) —Sga= Ve > F
image par f[ fo(x)T fo(ﬁ{ /
.................................. C
a dlémentde Be(a,1) ouvert _ owvert ~ £
élément de

e VersunDL1de go f ena.
On déduit de (%), par composition de limites, pour tout h € B(0g, 1)

g(fla)+ k() =g(f(@)+ dg(f(a) - k(h) + .2 (Ng(k(h))
—VE

i.e. pour tout h € BE(0g, 1)

(x%x)  g(fla+h)=g(f(a)+ dg(f(a))-(f(a+h)—f(a))+h o (Np(fla+h) —f(@).
—VE

Comme f est différentiable en a, pour tout /1 € BE(0g, 1)

fla+h) = f(a)+ df(a)-h+ho0 (Ng(h))
—VE

i.e., pour tout h € Bg(0g, 1)

k(h):= f(a+h)— f(a) = df(a)-h+h 00 (Ng(h)).
—VE
Donc d’apres (x*)

g(fla+h)

g(f(a)+dg(f(a)-|df(a)-h+ . 00 (NE(h))) + , o0 (Ne(f(a+h) - f(a)
—VUE —VUE

g(f(@)+ dg(f(a)-(df(@-h)+ dg(f(a)- (hgo (NE(h))) +, 0 (Ne(flath)~f(@)

ri(h) r2(h)

Comme I'application
E — G
h — dg(f(@)-(df(@-h)

est I'application dg(f(a)) o df(a) qui est linéaire (composée d’applications linéaires), il nous reste a
démontrer
ri(h)= o (Ng(h) et r(h)= o (Ng(h)
h—0g h—0g

pour établir le résultat.
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e Preuveder;(h) = . o0 (Ng(h)).
—VE
Par linéarité de I'application dg(f(a))

r1(h) = Ng(h) dg(f(a))-( 0 (1)) .
h—0g

Comme l'application linéaire dg(f(a)) est continue (F et G sont des espaces vectoriels de dimension
finie)

dg(f(a)- (hBOE(l)) or dg(f(a)-0p =0g.

Ainsi, avons-nous établi ry (h) = i 00 (Ng(h)).
—VE

e Preuveders(h)= o (Ng(h)).
h—0g

Comme 'application df(a) estlinéaire, elle est continue (E et F sont des espaces vectoriels de dimen-
sion finie). Donc il existe C > 0 tel que pour tout u € E

Np(df(a)-u) < CNg(w).

NG( o (Ne(f(a+ h)—f(d))))
h—0g

No(r2(h)
Nz(h) N (h)
_ Ne(fla+h - f(a) ( )
- Ne(h) Nel, 2,1
NF(df(a)-m 0 (NE(h)))
= A0 N, ( o (1))
Ng(h) “\n=oz

Np(df(a)-h)+ Ng (h—(?o (NE(h)))

< Nolh) Ng (h _(?OE(I)) [inégalité triangulaire|
C Ng(h) + Np (h o (NE(h)))
—VE
= Ne(h) No (hfog(”)

= (C+ 0 (1)) NG( 0 (1)) .
h—0g h—0g
Par continuité de la norme Ng (elle est 1-lipschitzienne) et Théoreme d’encadrement

Ng(rz(h)
Ng(h)  h—og

R -

—

Ainsi, avons-nous établi r»(h) = - (Ng(h)).
E

Q.E.D.
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9.4 Dérivéelelong d’'un arc
Nous allons considérer la situation suivante.
espace vectoriel

R de dimension finie
muni d’'une norme Ng

ouvert
espace vectoriel
I, Y v . . .
I - E de dimension finie
N muni d'une norme Ng
N .
B> . -
AL b ouvert

RAPPELS 20.37 (Cf. Proposition 20.21) — Soient
o [ unintervalledeR;
o E unR-espace vectoriel de dimension finie;
e unarcy: I —-E;
o fpel.
1. Larcy estdifférentiable en ty si et seulement si l'arcy est dérivable en t.
2. Sil'arcy estdifférentiable en ty, alors

e ladifférentielledey en ty : dy(ty) € Z(R,E);

Y (to + ) —y(to) c
t

E

o ladérivéedey en ty :y' (fy) := lir%
r—
s'expriment mutuellement 'une en fonction de l'autre comme suit

VheR, dy(to)-h=hy'(to) er y' ()= dy(t)-1.

Version du 23 mars 2022 [08h00] 51 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

Ilustration géométrique d’'un arc y: [a, b] — Q c R?

COROLLAIRE 20.38 (Dérivée le long d’un arc) — Soient

e Junintervalle deR;

E un R-espace vectoriel de dimension finie;

F unR-espace vectoriel de dimension finie;

Q une partie ouverte de E ;

unarcy: I — E tel que, pour toutte I, y(t) € Q;

e uneapplication f: Q— F;

fhel.

On suppose que

(H1) l'arcy estdérivable en ty;

(H2) l'application f différentiable en y(t).
Alors

1. l'arc foy: I — F estdérivableen ty;

2. (fo'(to) = df (y(t0)) -y’ (1o).
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Démonstration —
» D’apres le Rappel 20.37, 'application y est différentiable en f.

* D’apresle Théoreme 20.36 (composée de deux applications différentiables), I'arc f oy est différentiable
en fy et pour tout h € R
d(foy)(t)-h=df(y(t)-(dy(to)-h) .

e D’apres le Rappel 20.37, une nouvelle fois, I'arc f oy est dérivable en £, et
(foy)'(to) =d(foy)(tp)-1= df(y(to)) - (dy(f)-1) = df(y(to) -y (to) -

Q.E.D.

Interprétation géométrique de la Dérivée le long d'un arc. [Geogebra3D]

y+ary+2
eyl

flrz.y)= +2 o ‘; ; ‘,.--""‘;

EXEMPLE 20.39 (Dérivée le long d’'un segment) — Soient
e [ unintervalledeR;
o E unR-espace vectoriel de dimension finie;
o Q une partie ouverte convexe de E ;

e uneapplication f: Q— E;
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e aetb deux points de Q.
On suppose que
(H) lapplication f différentiable sur Q).

Siy:[0,1] — E est 'application
[0,1] — E
Y t — ta+(1-0.b

alors comme pour tout t € [0,1]

y(t+h) —y() (t+h).a+(Q—-(t+h).b—(t.at(1-1).b) a—b

h n o ATDeE

Iarcy est dérivable sur [0, 1] avec, pour tout t € [0,1]
Y@ =a-b.
Le Corollaire 20.38 s'applique donc et nous savons que
1. l'arc f oy est dérivable sur [0,1];

2. pourtoutte[0,1]
(fop)(t) = df(a.t+1~1).b) - (a-b)

ie.

df (t.a+ (1 -1).b) d(t.a+(1-1).b)

= df(a.t+(1-1).b) -

dt dt
9.5 Regle delachaine
Nous allons considérer la situation suivante.
Rn
ouvert
% (tlr“'vtn)'_'(ul(tlv"»tn)v'"rum(tlyn'»tn)) [Rm
u
AN
N
AN ouvert
SN,
~ .., [}1) € %
Uy, (X1 ee0s X)) = (L (X150 X ) es fip (X120 X)) RP

(tl>~~)tn)'_'(fl(ul(t1v~~-rtn)r“')um(tlvnrtn))r“'vfp(ul(t]r~~~vtn)v“)um(tlr"'vtn)))
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THEOREME 20.40 (Regle de la chaine) — Soient

e n=1,m=1, p=1des nombres entiers;

e 9 une partie ouverte deR" ;

V une partie ouverte deR™ ;

e une application
/4 - R™
u
(tl)---rtn) e (ul(tl)---rtn)’---yum(tly---)tn))

telle que, pour tout (ty,...,t,) €%, u(ty,...,ty)) €V ;

e une application
4 - RP
(X1,...,xm) = (fl(xl’---rxm)y---;fp(xl)---rxm));

f

e (f1,...,ty) un point de .
On suppose que
(H1) l'application u est différentiable en (t,,...,t,);
(H2) l'application f est différentiable en u(ty,..., t,).

Alors la fonction

U — RP
g:=fou
(tly---)tn) — fl(ul(tly---)tl’l))---)um(tly---)tn)z:---)fp(ul(tlr---)tl’l))"')um(tli"')tn))
g1(t:~--,l‘n) gp(t;,(...,t,,)

admet des dérivées partielles en (t1,...,t,) suivant toutes des variables t,...,t, et, pour tout (i, k) € [1,n] x
[1,p]

08k — 0fk Ou,;

(t1,...,ty) = —(u1(ty,..., )y, U (L1, ..., ty)) X (t1,...,tn) .
6t,~ 1 n j;axj 141 n m\tl n ati 1 n

REMARQUE 20.41 (Nouvelles écritures de la régle de la chaine) — Dans le contexte du Théoréme 20.40 pré-
cédent, la formule encadrée, appelée régle de la chaine, peut écrite sous d’autres formes.

Ofi(ur,...,um) & Of ou;
o, Y axj(m,...,um)x a1,

[écriture abusive]

j=1

i _ g 0fic 0%,
ot; 0.76]' ot;

[écriture tres abusive]

j=1

Démonstration —

e D’apres le Théoreme 20.36 (composée de deux applications différentiables), la fonction g := f o u est
différentiableen ¢ := (#,, ..., t;) (donc elle admet des dérivées partielles en ¢ suivant toutes les variables,
cf. Proposition 20.14) et

dg(n) = d(fouw)(t) = df (u(r)) o du(r).
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« Soient %, la base canonique de R", 98, la base canonique de R™ et 98, la base canonique de R”. On
en déduit

(%) Matg, z,(dg(t)) =Matg, z, (df(w(n) o du(r))=Matg,, 2, (df (1)) x Matg,, g, (du(t))

e Or

ouy ou; ouy

—(r —(t t

Otl() 01‘2() Otn()

ou ou ou

21 =0 20 , _

Matg, g, (du(r)) = | 0t 0ty oty [matrice Jacobienne de u en f]

Ou,;l au,;1 Ou,;,

—() —(f) ... t

atl() 01‘2() ar,,()

0fi 0fi dfi

6x1(u(l‘)) axz(u(f)) me(u(t))

0 0 0

% ey 2wy . 2w , ,

Matg,, z, (df (1)) = [0x 0x, 0xm [matrice Jacobienne de f en u(1)]

o, : o, : o, :

o t — t ee . —— t

o (u(1) ze(u( ) axm(u( )

6g1 6g1 agl

—(7 —() ... —(t

6[1() 61‘2() Otn()

0 0

By By L B _ ,

Mat@m@p(dg(t)) = | 0n 0ty Oty [matrice Jacobienne de g en ]

Gg;; Gg;; 6g;;

—(r) —() ... t

01?1() 01‘2() Otn()
e Donc (%) livre
981 ., 981 981 9h oh oh ow . Our 0w
o (1) atz(t) th(t) le(u(t)) axz(u(t)) axM(u(l‘)) ot (2) o6 (1 ... dtn(t)
982 ., 082 982 9f2 of2 Of Oup . Oup duy
o (1) atg(t) Otn(t) _ Oxl(u(m axz(u(f)) Oxm(u(t)) § a—tl(t) E(I) E(I)
ogy ~ 0gy  0gp ofy 0y o Ofy Oup 0wy Ou
a_tl(t) a—tz(t) atnm a—xl(u(t)) a—xz(u(t)) m(u(r)) ot (1) s ) ... a1, (1)

* Soit (i, k) € [1,n] x [1, p]. En comparant le coefficient d’adresse (k, i) des deux membres de I'identité
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matricielle précédente, il vient

0gr,.. & 0fk Ouj
o, (1) ‘]Z:laxj(”(m drn (1).

Q.E.D.

EXEMPLE 20.42 (Coordonnées polaires) — Soit f: R? — R; (x,y) — f(x,¥) une application différentiable
surR?. On lui associe l'application
R? - R
§ (r,8) — f(rcos(@),rsin(0)).

On souhaite prouver que g est différentiable sur R? et exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles
deg.

1. Soit l'application f définie par

RZ — R?
u (r,0) — | rcos(@),rsin(0)
—— ——
uy (r,0) uy (r,0)
e Soit0 eR fixé. Lapplication
R — R
t (-, 0) r — u(r,0)=rcos@)

est linéaire, donc dérivable sur R. Ainsi uy, admet une dérivée partielle par rapport a la variable r
en tout point (r,0) € R?. Elle est donnée par

6u1 Rz — R
or (r,0) — cos(0)

qui est une fonction continue sur R?.

e Soitr €R fixé. Lapplication

R — R

(1) ‘9 —  uy(r,0) =rcos(0)

est un multiple de la fonction cosinus, donc dérivable sur R. Ainsi u, admet une dérivée partielle
par rapport i la variable 6 en tout point (r,0) € R?. Elle est donnée par

owm | B - R
00 (r,0) — —rsin(0)

qui est une fonction continue sur R>.

e Soit0 eR fixé. Lapplication

R — R

w0 | Uy (r,0) = rsin(9)

est linéaire, donc dérivable sur R. Ainsi u, admet une dérivée partielle par rapport a la variable r
en tout point (r,0) € R?. Elle est donnée par

RZ — R
(r,0) — sin(0)

ous
or

qui est une fonction continue surR?.
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e Soitr €R fixé. Lapplication

R — R

(1) '9 — Uy (r,0) =rsin(0)

est un multiple de la fonction sinus, donc dérivable sur R. Ainsi up, admet une dérivée partielle par
rapport a la variable 0 en tout point (r,0) € R%. Elle est donnée par

aug RZ — R
00 (r,6) — rcos(@)

qui est une fonction continue sur R>.

D'apres le critere €', la fonction u est différentiable sur R?>. Comme la fonction f est différentiable sur
R?, par composition des applications différentiables, la fonction

. RZ - R
fou (r,0) — f(u(r,0) = f(rcos(d),rsin(0)) = g(r,0)

qui n'est autre que l'application g, est différentiable sur R?.

2. D'apres la régle de la chaine, pour tout (r,0) € R?

a—g(r,H) = g(rcos(@),rsin(@)) X %(r,ﬁ) + g(rcos(@),rsin(@)) X %(rﬂ)
or 0x or oy or
= cos(0) x g(rcos(@),rsin(@)) +sin(0) x g(rcos(@),rsin(@)).
0x oy
08 o O 0@« 2404 @) x 22
69(1’,6) = ax(rcos(H),rsm(Q)) x 30 (r,0) + ay(rcos(t9),rsm(9)) X 39 (r,0)

= —rsin(@) x %(rcos(@),rsin(@))+rcos(6) x %(rcos(@),rsin(@)).
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10 Applications numériques différentiables

10.1 Théoreme de représentation des formes linéaires de Riesz

LEMME 20.43 (Construction de formes linéaires sur un espace euclidien) — Soient
e (E,{-,-)) unespace euclidien de dimensionn=1;
e xe L.

Alors Uapplication { x, -) définie par

(x,-) E — R
’ y — (x,y)
est une forme linéaire sur E.
Démonstration — Soient y;, 2 € Eet 1,12 €R.
(x, A1.y1+A2.22) = Ai{x,y1)+A2(x,y2) [linéarité du produit scalaire a droite.|

Q.E.D.

THEOREME 20.44 (Théoréme de représentation des formes linéaires de Riesz) — Soit (E, (-, -)) un espace
euclidien de dimension n = 1.

Alors l'application
E — Z(ER

! x — {x,")

est un isomorphisme. En particulier, pour toute forme linéaire ¢ sur E, il existe un unique x € E tel que

VyeE, @)=(x,y).

Démonstration —

e Linéarité de .
Soient x1, x, € E et A1, A, € R. Les applications

L(/ll.x1+ﬂtg.x2):(/ll.x1+ﬂtg.x2,-> et /11.L(x1)+/12.tx2:/11.(x1,-)+/12.(x2,-)
ont comme source E et comme but R. De plus, pour tout y € E

L(/ll.xl + /12.)62) (y) = <ﬂ1.xl + /12.)62, y>
= Mi{x1, ¥)+A2.(x2,y) [linéarité du produit scalaire a gauche]

= A1a(x) () + A2.1(x2) (¥)
= (/ll.t(xl)+/12.t(x2))(y)

Donc les applications t(A;.x1 + A2.x2) et Aq..(x1) + A2.1(x2) sont égales.

* Injectivité de ..
Soit x € Ker (1). Comme ((x) = 0 r), On a, pour tout y € E

0=1(xX)(y) =(x,y).

En spécifianta y — x, il vient (x, x) = 0. Par le caractere défini du produit scalaire, on en déduit x = Og.
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* Surjectivité de (, a'aide des dimensions finies égales.
Comme

dim(Z(E,R)) =dim(E) xdim(R) = n x 1 =n =dim(E) < co
nous déduisons des deux points précédents que ¢ est un isomorphisme.
Q.E.D.

EXEMPLE 20.45 (Illustration du Théoréme de représentation des formes linéaires de Riesz) — On munit
> (R) de son produit scalaire usuel défini par

V(A B) € MrR) x Mr(R), (A, B)=Tr(A" xB)= Y [Al;;I[Bli;.
1<i,j<2

Soit ¢ la forme linéaire sur 4> (R) qui associe a une matrice la somme de ses coefficients, i.e.
Mr[R) — R

P A = ) [Al;.
1=<i,j<2

, o . ; . (1 1) .
Alors Uapplication @ est représentée par la matrice 1 1) ke

11
VA€ (R), (p(A)Z((l 1),A)-

10.2 Gradient d’'une application numérique différentiable

On considere la situation suivante.

R” muni de son produit scalaire usuel

n muni de sa relation
(X1 Xn) s (Voo Y)Y 1= D XiYi d’ordre usuelle <
i=1 |
[
[
ouvert :
[
¥
Q R
.7 f
_ 7
a-____ Pomde -7 x f®
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DEFINITION 20.46 (Gradient d’une application numérique différentiable) — Soient

e n =1 un nombre entier;

(-, -y le produit scalaire usuel sur R", défini par pour tout (x1,...,xn), (¥1,..., ¥n) € R"

(X1 ee0s X)), Wy Y)Y = D Xiis
i=1

Q une partie ouverte deR" ;

a un pointde Q) ;
e f:Q— R uneapplication différentiable en a.

D’apres le Théoreme de représentation des formes linéaires de Riesz (Théoréme 20.44), appliqué a df (a) €
Z(R",R), il existe un unique vecteur de R", appelé gradient de f en a et notéV f (a), tel que pour tout h € R"

df(a)-h=(Vf(a), h).

EXEMPLE 20.47 (La molaire - Episode 1) — Soit I'application f définie par

RZ - R

f (x,y) — 4)62—8xy+y4

dont la représentation est donnée ci-dessous.

Graphe de la fonction f. [Geogebra3D]

flzy) = 42* — Bay + '
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o Etude dela dérivée partielle de f par rapport a x.
Soit y € R fixé. La fonction
fe,9: x— f(x,y) =4x* —8xy+ y*
est polynomiale, donc dérivable sur R. Ainsi, f admet une dérivée partielle par rapport a x sur R?, qui

est donnée par
of R? - R
0x (x,y) — 8x-8y=8(x-y)

qui est une fonction continue sur R,

o Etude de la dérivée partielle de f par rapport a y.
Soit x € R fixé. La fonction

f(x,): y— f(x,y) =4x*—8xy+ y*

est polynomiale, donc dérivable sur R. Ainsi, f admet une dérivée partielle par rapport a y sur R?, qui

est donnée par
of R? - R
ay | (xy) — 4y*-8x=4(y*-2x

qui est une fonction continue sur R,

o D'apres le critere €', la fonction f est de classe €' et, d’'apres Uexpression de la différentielle d’une fonc-
tion différentiable via ses dérivées partielles, on a, pour tout (x,y) € R2, pour tout (hy, hy) € R?

0 0
CUUJWUmhﬂ=5£WJOm+59%yﬂh=8u—whHAW&QMhzzﬂﬁxﬁWAW&QMLUmhﬂ%
On en déduit que

of
0x

0
(x, ), —f(x, nl.
ay

V(x,y) eR?, Vf (x,y)=@Bx-y),4(°-2x) =

PROPOSITION 20.48 (Gradient d’'une application numérique différentiable via les dérivées partielles) — Soient
e n =1 un nombre entier;

e (-,-) le produit scalaire usuel sur R", défini par pour tout (xy,...,x), (y1,...,yn) € R"

(X1 eees X)), Wy Y)Y = D XiYis
i=1

e Q une partie ouverte deR" ;
e aunpointdeQ);
e [1Q—=R; (x1,...,x,) — f(x1,...,X,) une application différentiable en a.

Alors 5 f of
Vf(a): a_-le(al)---ran)r a_xz(al)---)an)) ey E(al)---)an) ER”-
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Démonstration — D’apres la Proposition 20.23 (expression de la différentielle d'une application différen-

tiable via ses dérivées partielles, pour tout (hy, hy,..., h,) € R"

0
df(cll,...,dn)'(h],hg,...,hn) —f(al,...,an)h1+—f(al,...,an)h2+...

(a]_)---) an) hl’l
n

B 6x1 6XZ *
of of
<(axl(a1)---)an)) axz(aly---yan))---)axn

On en déduit

0
) _f(alr-

0 0
vf(a):(_f(alr---)an))_f(alr---ran)y- axn

6x1 0x2

REMARQUE 20.49 (Interprétation géométrique du gradient) — Soient
e n =1 un nombre entier;

(+, -y le produit scalaire usuel sur R", défini par pour tout (x1,...,xn), (y1,

(X1 e X)), Wy Y)Y = D Xiis
i=1

Q une partie ouverte deR" ;

a un pointde();

r un nombre réel strictement positif tel que B(a,r) :={ xeR" : [[x—all <

SOpn,1):={xeR" : x| =r}, lasphere de centre Ogn et de rayonr ;

f:Q—-R; (x1,...,x5) — f(x1,...,Xx,) une application différentiable en a
telle queV f (a) # Ogn.

., Ap)

0
f (al,...,an)) , (hl,hg,...,hn)>.

).

Q.E.D.

e Yn) €R?

rtcQ;

telle que df (a) # 0 x@n R, i.€.

On s’intéresse a l'accroissement maximal de f, lorsque qu'on se déplace d’'une distance r a partir de a, i.e. a

la valeur maximale de f(a+ h) — f(a) lorsque h décrit la sphére S (Ogn, 1) .

Déplacement d’'une distance r a partir du point a

y
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o Approximation donnée par la différentielle de f en a.
Soith € S(Orn, 7). Comme f est différentiable en a

fla+h)= f(a)+ df(a)-h+h o (k)= fla)+(Vf(a), h)+
[Rn

On en déduit

puis, comme | h| =r

—

fla+h-f@ _ 1
Il Il

fla+h-f@ 1
r

En supposant r «tres petit», on a l'approximation

fla+h)-f(a) 1

Vi@, h>+h—»0 1)

R

= —(Vf(@, )+ o (1).
r r—0p

(%) ~;(Vf(6l),h>-

r

e Approximation donnée par la différentielle de f en a.
Grdce a U'approximation (x), lorsque h décrit la sphere S (Ogrn, 1), pour r «trés petit »

fla+h)—- f(a)

ie.

r

o

—

R

(el .

1
est maximal <= —(Vf(a),h) est maximal
r

fla+h)— f(a) est maximal < (Vf(a), h) est maximal .

 Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas d’égalité
Si h € S(0,r), alors d’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz

KVf@), n)|<|Vi@]| Irl=r|Vf@

et il y a égalité dans la précédente égalité si et seulement si V f(a) et h sont colinéaires, i.e., comme
Vf(a) # Ogn, si et seulement si

¢ Conclusion

De l'étude précédente, on déduit que, lorsque h décrit la sphere S (Ogrn, 1), pour r « trés petit »

EXEMPLE 20.50 (La molaire - Episode 2) — On considere de nouveau l'application f définie par

= i r m .
[vr@l

fla+h) - f(a) est maximal <= h=r

Vf(a)

Vi@l |

RZ - R

! (x,y) — 4x*>-8xy+y*.

Nous avons établi (cf. Exemple 20.47) que f est différentiable et que pour tout (x, y) € R?

En particulier, au point (1,0)

Vixy) =(8x-y),4(y’-2x)).

Vf(1,0)=(8,-8).
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Ainsi lorsque h décrit la sphere S((0,0),1), pour r «tres petit», l'accroissement f(a+ h) — f(a) est maximal
lorsque

ce qui est en accord avec la figure ci-dessous.

Interprétation géométrique du gradient. [Geogebra3D]

flr.y) = 42 =8y + ¢

1 1Y ‘
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10.3 Condition nécessaire d’existence d’extremum local

On considere la situation suivante

R” muni de son produit scalaire usuel

muni de sa relation

n
<(x1;---;xn), (J/l,---,yn)) = leyl d’Ol‘dI’e usuelle S
i=1 |
|
|
ouvert :
|
Y
Q R
f
X fx)

et on cherche a étudier I'existence éventuel d'un extremum local pour f.
DEFINITION 20.51 (Extremum local) — Soient
e n =1 un nombre entier;
e Q une partie ouverte deR" ;
e aeQ);
e f:Q— R unefonction.
On dit que la fonction f
1. admet un minimum local atteint au point a si
3r>0, B(a,r):={xeR":llx-al<r}cQ er VxeB(ar),
2. admet un maximum local atteint au point a si

3r>0, B(a,r):={xeR":llx-al<r}cQ e VxeB(ar),

fx)=f(a) .

fx) < fla) .

3. admet un extremum local atteint au point a si la fonction f admet un minimum local atteint au point

a ou si la fonction f admet un maximum local atteint au point a.

DEFINITION 20.52 (Extremum global) — Soient
e n =1 un nombre entier;
e Q une partie ouverte deR" ;
e ae();
e f:Q — R unefonction.
On dit que la fonction f

1. admet un minimum global atteint au point a si

VxeQ, fx)=f(a).
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2. admet un maximum global atteint au point a si

VxeQ, fx)<f(a).

3. admet un extremum global atteint au point a si la fonction f admet un minimum global atteint au
point a ou si la fonction f admet un maximum global atteint au point a.

EXEMPLE 20.53 (Fonction admettant un minimum local, non global) — Soit f la fonction définie par

RZ - R
(x,9) — x>+y*+2-y*.

f

e Pour tout (x,y) € B((0,0),1) := {(x,y) eR?: /x2+y2< 1}, ly| <1 et donc
fry) =2+ + y* A-y)=2=f(0,0).
N ——
20 >0 =0
Donc f admet un minimum local, valant 2, au point (0,0).

e Lafonction f wadmet pas de mimimum global sur R? car

— 2 _ 4 L A
FON=y"=y =7 0o.

oo y—+00

Illustration graphique du minimum local, non global, de f atteint en (0,0) [Geogebra3D]

flryy =2t 4y +2- 4
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o Comme la fonction f est polynomiale en les variables x et y, elle est différentiable sur R? (et méme de
classe €' surR?). Ses dérivées partielles sont données par, pour tout (x, y) € R?

%(x,y):Zx et g—];()c,y):2y—4y3

d’oii pour tout (x, y) € R?

_(of of _ 48

On observe qu'au point (0,0), ot la fonction f atteint un minimum local, le gradient de f est nul et donc
sa différentielle également
df(O, 0) = Of(RZ,IR) .
DEFINITION 20.54 (Point critique d’une application différentiable) — Soient
e n=1 un nombre entier;
e Q une partie ouverte deR" ;
e ac()
e f:Q — R une fonction différentiable en a.

Le point a est appelé point critique de f si
df (a) = 02®nR)

ou, de maniere équivalente si
Vf(a) = O[th .

EXEMPLE 20.55 (La molaire - Episode 3) — On considere de nouveau l'application | définie par

R - R
(x,y) — 4x*>-8xy+y*.

f
Nous avons établi (cf. Exemple 20.47) que f est différentiable et que pour tout (x, y) € R?
Vixy) =(8x-y),4(y’-2x)).
Donc un point (x, y) € R? est un point critique de f si seulement si
x—y=0 et y3—2x:0.
On résout ce systéme (non linéaire). Soit (x, y) € R?

x—y=0 et y’-2x=0 < x=y et y°-2y=0
= x=y et y(y—-vV2)(y+v2)=0.

Donc la fonction f posseéde trois points critiques :

0,0 ; (V2v2] ; (-v2,-v2).
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Illustration graphique des trois points critiques de f [Geogebra3D]
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THEOREME 20.56 (Condition nécessaire d’existence d’extremum local) — Soient

e n =1 un nombre entier;

e Q une partie ouverte deR" ;

e f:Q — R une fonction différentiable sur Q) ;
e ac.

Si la fonction f atteint un extremum local en a, alors a est un point critique de f, i.e. df(a) = 0¢grnpr) ou de
maniere équivalenteV f (a) = Ogn.

Démonstration —

e Supposons que la fonction f atteint un minimum local en a. Alors il existe r > 0 tel que B(a,r) c Q et,
pour tout x € B(a,r), f(x) = f(a). Ainsi,

Vhe B(Ogn, 1) a+heQ et f(a+h)=f(a).

e Soit v € R"\ {Og~}. Comme la fonction f est différentiable en a, elle admet une dérivée en a suivant la
direction v et de plus
D,f(a)=df(a)-v.

Version du 23 mars 2022 [08h00] 69

David Blottiere


https://www.geogebra.org/m/radrttnq

Lycée Chrestien de Troyes

Cf. Proposition 20.14. On observe que pour tout ¢ €

©EO®O©

MP2122

Soit t €

On en déduit : (%)
Soit t €

On en déduit : (xx)

De (%) et (%), on déduit que df(a)-v =0.

» Nous avons établi que

nulle sur R”.
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- D, f(a)=df(a)-v.

df(a)-v=0.
Comme l'application df(a) estlinéaire, df(a)-Og» = 0. Lapplication df(a) est donc la forme linéaire
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Q.E.D.

REMARQUE 20.57 —

; La condition nécessaire d’existence d’extremum local n'est pas suffisante.

e On considere la fonction cube définie par

R - R

X — x3.

f

Elle est dérivable sur R, avec une dérivée donnée par, pour tout x € R, f'(x) = 3x.

e D’apres la Proposition 20.21, la fonction f est différentiable sur R et, pour tout x € R

R — R

e ’h — 32%h.

e Donc0 est un point critique de f, mais la fonction f natteint pas un extremum local en 0, puisque

Vx<0, f(x)<0=f(0) et Vx>0, f(x)>0=f(0).

EXEMPLE 20.58 (La molaire - Episode 4) — On considere de nouveau l'application | définie par

RZ - R

f (x,y) — 4x*>-8xy+yt.

On se propose d’étudier les extrema locaux éventuels de f.

Dans 'Exemple 20.47, nous avons démontré que f est différentiable et que pour tout (x, y) € R?
Vi y) = (8(x-y), 4(y’ -2x)).

e Dans I'Exemple 20.55, nous avons déterminé les points critiques de la fonction f. Ceux-ci sont
00 ;5 (v2avz) ;i (-v2-v2).

e D’apres la condition nécessaire d’existence d’'un extremum local (Théoréme 20.56), si [ atteint un extre-
mum local en un point a deR?, alors

ael0,0), (\/E \/5) , (—\/E,—\/E)} .

Ily a donc trois cas a étudier.

o Etude de f au voisinage du point (0, 0).
Comme
Vit eR*,  f(t,0)=4t>>0=f(0,0)

et
vre]—x/E,O[ u ]o,fz[, f,0=1t"—41* = (1> —4) <0 = f(0,0)

la fonction f n'atteint pas un extremum local en (0,0).
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o Etude de f au voisinage du point (v2,v2).
Soit (x,y) € R?.

Flx+v2y+v2) = 4(x+v2)’ -8(x+v2)(y+v2)+(y+v2)'

= 4x*+8V2x+8-8xy—8v2x-8v2y—16+y*+4v2y3 +12y2 +8V2y+4
= 4x%-8xy—4+y*+4v2y3 +12y°
= 4 ((x— y) - yz) —4+y*+4v2y3 +12y*  |[forme canonique d’'un trinéme]
= 4(x-y) -4+)*()? +4V2y+8)

= M+y2 (y+2\/§)2+f(\/§,\/§) [£(V2,V2) = —4]

—_——
=0 >0

On en déduit que la fonction f atteint un minimum global en (v/2,V'2), valant 4.

» Etude de f au voisinage du point (- v/2,-v/2).
Comme f (- V2, —\/5) = —4, nous savons, d’apreés le calcul précédent que On en déduit que [ atteint un
minimum global en (—v/2,—V/2), valant 4.

Illustration graphique de la nature des trois points critiques de f [Geogebra3D]

f(x,y) = 4x? — Bxy + y*
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10.4 Méthode générale pour étudier les extrema locaux d'une fonction

On considere la situation suivante

R” muni de son produit scalaire usuel ) )
muni de sa relation

n
(X1 Xn) s (V1reer Yn) ) 1= D XiYi d’ordre usuelle <
i=1

[
[
[
[
[
[
¥
A R

et on s'intéresse a I’étude des extrema de la fonction f.
Etape 1 : Propriétés topologiques de A c R".
e On étudie la nature topologique de A c R", i.e. on détermine si A est une partie ouverte de R" ou
si A est compacte, par exemple.

o Si Aestcompacte et f est continue sur A, alors d’apres le Théoréme des bornes atteintes, la fonc-
tion f posséde un minimum et un maximum sur A.

Etape 2 : Différentiabilité de I'application f sur ;1

e On démontre que 'application f est différentiable sur l'intérieur A de A, qui est le plus grand
ouvert de R” inclus dans A. Pour ce faire, on peut s’appuyer sur les propriétés suivantes.

+ Une fonction polynomiale en n variables est différentiable sur R”.

+ Une fonction rationnelle (quotient de deux polynémes) en n variables est différentiable sur
son ensemble de définition, qui est un ouvert de R”.

« Critere €.
Etape 3 : Calcul de la différentielle ou gradient de 'application f sur A.

On explicite la différentielle de f sur A, ou ce qui revient au méme son gradient, en calculant les déri-

vées partielles de f. Pour toutae A

of ~of of
Vv =|—(a),—(a),..., —
f(a) i (@) %z (@) ox, (@)
Etape 4 : Détermination des points critiques de f sur ;1

On détermine les points critiques de f sur A, en résolvant le systéme

of 3
o @ =0
of 3

1 @ =0
of 3

o
d’inconnue a € A. On préférera raisonner par analyse et syntheése pour ce faire.
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Etape 5 : Détermination du lieu d’étude et analyse de la nature des points critiques.
On suppose que la fonction f atteint un extremum local en un point a de A.

e Siae A\ A (cas impossible si A est ouverte dans R"), alors nous disposons pas d’outil au pro-
gramme permettant d’attaquer I’étude. On peut cependant chercher a analyser le signe de

fx) - f(a)

pour x € A, en développant, en ordonnant, en simplifiant.

e Siae€ Aquiestune partie ouverte de R”, alors la condition nécessaire d’existence d'un extremum
local s’applique. Le point a est nécessairement un point critique de f, dont la liste a été établie a
I'étape 4.

o
Pour étudier la nature d'un point critique a € A, i.e. déterminer si

. f atteint un minimum local en a;

. f atteint un minimum global en a;

. f atteint un maximum local en a;

. f atteint un maximum global en a;

. f n’atteint aucun extremum local donc aucun extremum global en a;

on étudie le signe de

fx) - fla) ou f(a+h)-f(a)

pour x dans A et h dans un voisinage de Og». On peut envisager deux grandes stratégies (il y en a
d’autres).

(a) Chercher a démontrer que f(x)— f(a) a un signe constant en développant, en réduisant et en
simplifiant, parfois a I’aide de la forme canonique d'un trinébme du second degré ou d’études
de fonctions d’une variable réelle.

(b) Chercher a démontrer que f(a+ h)— f(a) n’a de signe constant dans aucun voisinage de Og»,
parfois a I’aide de développements limités en introduisant un arc bien choisi pour approcher
Ogr» avec un unique parametre.

Etape 6 : Extrema globaux (éventuellement).
o Comme indiqué précédemment, on peut s’appuyer sur de la compacité et de la continuité pour

démontrer I'existence d’extrema globaux, grace au Théoreme des bornes atteintes.

» On peut essayer d’introduire un arc bien choisi, tracé sur A, dont I'image par f explose vers —oo
ou +oo.

REMARQUE 20.59 (Matrice Hessienne) — Il existe une méthode puissante, qui repose sur une matrice appelée
matrice Hessienne, qui permet souvent d'analyser plus efficacement la nature d’'un point critique lorsque la
fonction f est de classe €2. Elle est hors programme, mais nous 'aborderons plus tard en exercice.
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11 Propriétés des applications de classe €

11.1 Combinaison linéaire de deux applications de classe €

Nous allons considérer la situation suivante, ol A et p désignent des scalaires.

E espace vectoriel espace vectoriel
de dimension finie de dimension finie
muni d'une norme Ng muni d’'une norme N
f

ouvert

U/?\;?
\_/

Af+p.g: x—A f(x)+p.g(x)

PROPOSITION 20.60 (Combinaison linéaire d’applications de classe ¢') — Soient
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);
o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte de E ;
e [:Q— Fetg: Q— F deux applications;
e A et deux scalaires.

Si les applications f et g sont de classe €' surQ, alors

1. l'application
— F

ATHEE | A f)+ g

est de classe €1 surQ;

2. pour tout x € Q) et pour tout h € E

AdA.f+up.g)(x)-h=A.df(x)-h+u.dg(x)-h [identité entre vecteurs de F] .

Démonstration — Supposons que les applications f et g sont de classe € sur Q.

o Comme les applications f et g sont différentiables sur (, la proposition 20.33 s’applique. La fonction
A.f + p.g est différentiable sur Q et pour tout x € Q et pour tout h € E

dA.f+pu.g)(x)-h=A.df(x)-h+pu.dg(x)-h [identité entre vecteurs de F] .
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o D’apres ce qui précede, nous savons que pour tout x € Q
dA.f+p.g)x)=A.df (x) + u.dg(x) [identité dans £ (E, F)]

etdonc
dA.f+p.g)=A.df +p.dg [identité dans & (Q, Z(E, F))]

Par hypothése des applications d f et dg sont continues. Comme une combinaison linéaire d’applica-
tions continues est continue [Proposition 10.113], I'application d(A.f + u.g) est continue sur Q.

Q.E.D.
PROPOSITION-DEFINITION 20.61 (Structure de €' (Q, F) et linéarité de la différentielle) — Soient
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);
o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte de E.

On note €' (Q, F) 'ensemble des applications de Q dans F, qui sont de classe €' surQ, i.e.
€' (Q,F) := {feZFQ,F) : festde classe €' surQ} .
1. Lensemble € (Q, F) est un sous-espace vectoriel de & (2, F).

2. Lapplication
€' (Q,F) — F(Q,%(E,F)

d
f = af
est linéaire.
Démonstration —
e L'application nulle
Q — F
Ozap | . 0p
est constante et a pour différentielle
Q — ZL(EF)
d0z @R X — OgmEp.

d’apres la Proposition 20.19. Comme d0gq r) est constante, elle est continue. Ainsi 0z, r) € €1 (Q, F).
o La stabilité de €' (Q, F) par combinaison linéaire résulte du point 1. Proposition 20.60.
o Lalinéarité de I'application d est, quant a elle, conséquence du point 2. Proposition 20.60.

Q.E.D.
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11.2 Composée de deux applications de classe €

Nous allons considérer la situation suivante.

E espace vectoriel espace vectoriel
de dimension finie de dimension finie
muni d'une norme Ng muni d’'une norme Ng
q
ouvert
espace vectoriel
o f Y . . .
U - F de dimension finie
RN - muni d'une norme Ng
< A
b/ ~
_,l«- ~N
e o b ouvert

gof

THEOREME 20.62 (Composée de deux applications de classe €') — Soient

o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

F un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

G un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

U une partie ouverte de E ;

V une partie ouverte de F ;
e uneapplication f: U — F telle que, pour toutxe U, f(x) e V;
e uneapplicationg: V — G.

On suppose que

(H1) lapplication f est de classe €" surU;

(H2) lapplication g est de classe €' surV.

Alors l'application
u — G

gof | v — g(ft)
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est de classe €* sur U et, pour tout x € U
d(go f)(x) = dg(f(x)) o df(x) |[égalité entre applications dans £ (E,G)]
—_—  ——
€eL(EG)  eZL(EF

ie.
VYheE, d(gof)(x)-h=dg(f(x)-(df(x)-h) [égalitéentrevecteursdeG].

Démonstration —

e D’apres la Proposition 20.33, 'application g o f est différentiable sur Q2 et pour tout x € Q
d(ge f)(x) = dg(f(x) o df ().

e Il reste a établir que I'application
d(ge f): Q— Z(E,G)

est continue.

o L'application
ZLEGxZLEF) — ZL(EG
(v, ) — Yo

est bilinéaire donc continue car les espaces vectoriels £ (F, G) x Z(E, F) et Z(E, G) sont de dimension
finie.

B

« Comme f et g sont de classe €, les applications
dgof: U— Z(FG) et df: U — Z4(E,F)
sont continues.
¢ On en déduit que I'application

u — Z(E,G)

B(dgef,df) | . | B((dgo ), df(x)) = dg(f(x)) o df (x)

qui coincide avec d(go f) est continue sur Q.

Q.E.D.
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11.3 Composée de deux applications de classe €' par une application bilinéaire

Nous allons considérer la situation suivante.

espace vectoriel
de dimension finie
muni d'une norme Np,

E espace vectoriel
de dimension finie F
muni d’'une norme Ng fi

B(f1,2): x—=B(fi(x), fo(x))

ouvert

F] X Fg
(fi.f2): x—=(fi(x), (X))

B
G
A
espace vectoriel espace vectoriel
de dimension finie de dimension finie
muni d'une norme NF, muni d'une norme Ng

PROPOSITION 20.63 (Composée de deux applications de classe €' par une application bilinéaire) — Soient
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);
o F1 unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Np, (elles sont toutes équivalentes);
o F, unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme NF, (elles sont toutes équivalentes);
e G unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte de E ;
e f1:Q— Fyetf,: Q— F, deux applications;

e B: F} x F, — G une application bilinéaire.
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Si les applications fi et f, sont de classe €' sur Q, alors 'application

Q - G
Bl | v & B(Aw), )

est de classe € sur Q et, pour tout x € Q, pour touth € E

dB(fi, f2)(x)-h=B(dfi(x)-h, f>(x)) + B(fi(x), df2(x)-h) [identité entre vecteurs de G] .

Démonstration —

o D’apres la Proposition 20.34, I'application B(fi, f>) est différentiable sur Q et pour tout x € Q, pour tout
heE

dB(f1, f2)(x)- h=B(dfi(x)- h, f2(x)) + B(f1(x), df2(x) - h) .

Il reste a établir que I'application
dB(f1,f2): Q— Z(E,G)

est continue.
 Les applications

L(EF)xF, — Z(EG)
B E —- G et By
@) = 1L~ B, v

Fx%2(EF) — XZ(EQG)
E - G

@Y= 1~ B, wh)

sont bilinéaires donc continues car les espaces vectoriels £ (E, Fy), F», F,, Z(E, F,) et Z(E, G) sont de
dimension finie.

» Nous observons que pour tout x € Q, pour tout h € E

B1(dfi(%), f2(x)) (W) + B2(f1(x), df2(x)) (h) B(dfi(x)-h, f2(x)) +B(f1(x), dfa(x)-h)

dB(f1, f2)(x)-h
On en déduit, pour tout x € Q
(%) dB(f1, f2)(x) = B1(d fi(x), f2(x)) + B2(f1(x), df2(x)) .

Comme les applications By, By, f1, f2, df1, df, sont continues, nous déduisons de (x) que I'application
dB(f1, f2) est continue sur Q.

Q.E.D.
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11.4 Algebre des fonctions de classe €' a valeurs réelles

THEOREME 20.64 (Algebre des fonctions de classe €' a valeurs réelles) — Soient
e n =1 un nombre entier;
o Q une partie ouverte de R".
On note €' (Q,R) 'ensemble des fonctions de € L sur Q a valeurs réelles, i.e.
€' (QR) :={f e FQR) : f estdeclasse €' surQ} .
1. Lensemble €' (Q,R) est une sous-algebre de U'algebre de fonctions (F (Q,R), +, x, .).
2. Soit f,g € €' (Q,R). On note f g la fonction produit

Q — R

g |y - F0gx) .

Alors, pour tout x € Q, pour tout he€ E

d(fg)(x)-h=(df(x)-h)g(x)+ f(x)(dg(x)-h).

Démonstration —
o D’apres la Proposition 20.61, nous savons que ¢ 1Q,R) est un sous-espace vectoriel de & (Q,R).

o L'application 14 r) définie par
Q - R
X IR

lz@r
qui est le neutre de la multiplication de & (Q2,R) est constante et a pour différentielle

Q —- ZER
x — OgeEm-

dlzqmr

d’apres la Proposition 20.19. Comme d14@q ) est constante, elle est continue. Ainsi 1) € €1 (Q,R).

e Soit f,g € €'(Q,R). Comme I'application « produit dans R »

B RxR — R
(h, ) — nt
est bilinéaire, 'application
Q - R

fg=B(f,8)

x — B(f(x),8(x)=f(x)gx)

et de classe €' sur Q, d’apres la Proposition 20.62. Ainsi 6 (Q,R) est stable par multiplication. De plus,
toujours d’apres la proposition 20.62, pour tout x € Q, pour tout h € E

d(fg)(x)-h= dB(f,g(x)-h=B(df(x)-h,gx)+B(f(x), dgx)-h) = (df(x)-h) g+ f(x) (dg(x)-h) .
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Q.E.D.
EXEMPLE 20.65 (Application de la structure d’algebre de ¢ (Q,R)) — Soit l'application f définie par

RZ - R

2

! (x,y) — cos(x?—y?)arctan(xy°) + Xy

X+y2+1
Nous démontrons qu’elle est de classe € surR?.

e Lapplication f, définie par

fi: (x,y)—~cos(x*~y?)

R (x,y)—x*=y? R t—cos(f)

polynomiale usuelle

R

est de classe € surR?, comme composée de fonctions de classe €*.

e Lapplication f, définie par

fo: (x,y)—arctan(x3y®)

IRZ x,y)—x3y° R t—arctan(t)

R
polynomiale usuelle
est de classe €' surR?, comme composée de fonctions de classe €.
* Lapplication f; définie par
. Xty
RZ f3 . (x,y) x2+y2+1 R

fonction rationnelle

est de classe €' surR?.

o Comme €' (R?,R) est une algebre, la fonction f = fi f> + f3 est de classe €* surR?.

11.5 Intégration d’'une fonction de classe €' le long d’un arc de classe €

LEMME 20.66 (Comparaison des deux notions de classe €' pour une fonction d’une variable) — Soient
e [ unintervalledeR;
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);
e f:I— E uneapplication.
1. La fonction f est différentiable en sur I si et seulement si la fonction f est dérivable sur I.

2. Sila fonction f est différentiable est différentiable sur I et si x € I, alors
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e ladifférentiellede f en x : df (x) € ZR,E);

fx+h) - f(x) c
h

s’expriment mutuellement 'une en fonction de l'autre comme suit

E

o ladérivéede f enx: f'(x):= }lin?)

VheR, df(x)-h=h.f'(x) et f'(x)=df(x)-1.

3. Lapplication

; I - E
f X — f/ (x)
est continue sur I si et seulement si l'application
I — ZR,E)
af R — E

est continue sur I.

Donc la notion de fonction de classe €' au sens de la dérivabilité et la notion de fonction de classe €' au sens
de la différentiabilité coincident.

Démonstration —
e Les deux premiéres assertions ont déja été établies, cf. Proposition 20.21.
e Soit |||l 'application définie par

ZLRE) — Ry

(-1 —  Ng(p(1)).

Nous démontrons que [|-[| est une norme sur £ (R, E).

. Soit ¢ € Z(R,E) tel que |||¢]|| =: Ne(@(1) = 0. Par séparation de la norme N, il vient ¢(1) = Og.
Donc, comme ¢ est linéaire, pour tout i € R

@o(h) =@(h.1) = h.p(1) = h.0p = 0 .
Ainsi ¢ = 0 ® E).
. Soit 9 € L (R, E) et A € R. D’aprés 'homogénéité de la norme N
IA-0[[] := Ne((-9) (1) := NeA.p(1)) = 1Al Nl (D) = [l ||| ]| -
. Soient ¢,y € Z (R, E). D’aprés I'inégalité triangulaire de la norme Np
lll +wl| := NE(l@ +¥)(1) = Ng o) +w (1) < Ngl@) +New ) = [|lo| +||lv ] -
« Démontrons 'équivalence de 'assertion 3. Soit xo € I. Alors, pour tout x € I
| df ) — dfxo)||| = Ng (dfe)-1— df(xo)-1) = Ni (£/(x) - £ (x0))..

On en déduit N
dfo 21 4y = ﬁ f'(xo)

X— X9

d’ou I'équivalence annoncée.
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Q.E.D.

Nous considérons a présent la situation suivante.

espace vectoriel
R de dimension finie
muni d'une norme Ng
ouvert
i espace vectoriel
Y . . .
(0,1] T E de dimension finie
—a;l— .
S muni d'une norme N
N H
VeV
e
7N ouvert

THEOREME 20.67 (Intégration d’'une fonction de classe €' le long d’un arc de classe €') — Soient

e E un R-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’'une norme Ng (elles sont toutes équiva-
lentes);

e F un R-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’'une norme Nr (elles sont toutes équiva-
lentes);

o Q une partie ouverte de E ;

e unarcy: [0,1] — E de classe€! sur[0,1] tel que,
pourtouttel,y(t) €Q;

e a:=vy(0) etb=7y(1) les extrémités de l'arcy;

o uneapplication f: Q — F de classe €' sur(.

Alors

1
f(b)—f(a):fo df (y(0)-y' () dt .
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Démonstration —

e Larc y est de classe €1 sur [0,1], d’image incluse dans Q et la fonction f est de classe € L sur Q. Donc
I'application
foy [0,1] — F
o= fly®

est de classe € sur [0,1] au sens de la différentiabilité ou, de maniere équivalente, au sens de la déri-
vabilité (cf. Lemme 20.66).

e De plus d’apres le Corollaire 20.38 (Dérivation de long d'un arc), 'arc goy est dérivable sur [0, 1 et, pour
tout t € [0,1]
(fop) (1) = df(y(®)-y'(2)

e D’apres le Théoréme fondamental de I’analyse (Théoreme 17.63)

1 1
fo dfy(0) -y (0 di = fo (Fop) (B di = foy(l) = foy(0) = f(b)— f(a).

Q.E.D.

EXEMPLE 20.68 (Inégalité des accroissements finis) — Soient

e (E, (-, ) unespace euclidien dont la norme induite par le produit scalaire (-, -) est notée |- | ;

o ) une partie ouverte convexe de E ;

o f:Q— R uneapplication de classe €* sur Q.
On suppose que que gradient de f est borné sur(, i.e.

3k>0,Vx €Q, |Vfw|=k.
Alors la fonction f est k-lipschitzienne sur (), i.e.
ViabeQ? |fb)-f@|<klb-al.

En effet, si (a, b) € Q?, on considere Uarcy défini par

[0,1] — E
t — tb+(1-1.a

qui est de classe €' sur[0,1] et qui est tracé sur Q, puisque Q est une partie convexe de E.

|f(b)- f(a)

1
U af (y®)-y'( dt‘ [cf: Théoréme 20.67)
0

1
’f (Vfiy@), vy @) dt' [V f(y(1) représente la forme linéaire df (y(1))]
0

IA

1
f KVfly@), Y (1)) dt [ majoration de la valeur absolue d’'une intégrale]
0

IA

1
f VS| | @) dr  [inégalité de Cauchy-Schwarz]
0

IA

1
k f lY @] dt [cf. hypothese sur le gradient]
0

klIb—al [pourtoutte(0,1],y (1)=b—a].
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11.6 Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs
THEOREME 20.69 (Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs) — Soient

o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);
o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

o Q une partie ouverte connexe par arcs de E.

e f:Q— F uneapplication.

Alors
f est différentiable sur Q
f est constante surQ) < et

VxeQ, df(x)=0%ErF)-

REMARQUE 20.70 —

; La connexité par arcs de l'ouvert Q) est essentielle dans la caractérisation des fonctions constantes.

Soit f la fonction définie par

R* — R I
fol, ~1 six<0 Cr
1 six>0.

La fonction f est dérivable sur 'ouvert R* de R, de dérivée
nulle en tout point. D'apreés la Proposition 20.21, elle est donc
différentiable sur R*, de différentielle nulle en tout point. Pour autant, la fonction f n'est pas constante surR*.

N
1]

Démonstration — On démontre le résultat dans le cas ot 'ouvert Q de E est convexe.

=—>. Supposons 'application f constante. Alors d’apres la Proposition 20.19, 'application f est différen-
tiable sur Q et, pour tout x € Q, df(x) =0« F).

<=. Supposons I'application f différentiable sur Q et que, pour tout x € Q, df (x) = 0% ).

o Comme l'application df est constante sur Q, elle est continue sur Q2. Donc I'application f est de
classe €' sur Q.

« Soient (a, b) € Q2. On considere I'arc y défini par

01 — E
Y t — tbh+(-0.a

qui est de classe € sur [0, 1] et qui est tracé sur Q, puisque Q est une partie convexe de E.

fb) - f(a)

1
fdf(y(t))-y’(t)dt [cf. Théoreme 20.67]
0

0 [ladifférentielle de f est nulle en tout point] .

Donc 'application f est constante sur Q.

Q.E.D.
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12 Différentielle d’ordre supérieur

12.1 Fonction de classe €*

Nous allons considérer la situation suivante.
Rn

ouvert

Q / R

(%1500 %)= (1 (X1 e X0) oo i (X1 0 X))

DEFINITION 20.71 (Fonction de classe 6 sur Q) — Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

e Q une partie ouverte deR" ;

e une fonction f: Q —R™; (x1,...,x,) — (fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn)).
On dit que f est de classe €° sur Q si

o festdeclasse €' surQ;

o df: Q- ZLRYR™); x— df(x) est de classe €' sur Q.

DEFINITION 20.72 ( Lensemble €2 (Q,R™)) — Soient
e n=1etm=1 des nombres entiers;
e Q une partie ouverte deR".
On note €°(Q,R™) I'ensemble des applications de Q dans R™ qui sont de classe €% surQ, i.e.

€% (Q,R™) = {f e F(Q,R™ : f estdeclasse &> surQ} .

EXEMPLE 20.73 (Fonction constante et restriction d’une application linéaire a un ouvert) — Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;
o Q une partie ouverte deR" ;
e une fonction f: Q —R™; (x1,...,x,) — (fi(x1,-, Xn), oo, frn(X1, ..., X))

1. Si f est une une fonction constante, alors elle est de classe €2 sur Q.
Supposons la fonction [ est constante sur Q. Alors, d’apres la Proposition 20.19, la fonction f est diffé-
rentiable sur Q et sa différentielle est donnée par

Q - ZLRYR™
x —  Opwnrm

df

qui est constante donc continue. Comme df est a son tour constante sur (Q, elle est elle-méme différen-
tiable a différentielle continue sur (), i.e. de classe €1 surQ.
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2. Si f estlarestriction d’'une application linéaire a Q, alors elle est de classe €2 sur Q.
Supposons qu'il existe L€ £ (R",R™) telle que

VxeQ, fx)=Lx).

Alors, d’apres la Proposition 20.20, la fonction f est différentiable sur Q) et sa différentielle est donnée
par

Q - ZRLR™

af X - L

qui est constante donc continue. Comme df est a tour constante sur (), elle est différentiable a différen-
tielle continue sur Q) (cf. 1.) i.e. de classe €1 surQ.

12.2 Critere €2

THEOREME 20.74 (Critere 6%) — Soient
e n=1etm=1 des nombres entiers;
e Q une partie ouverte deR" ;
e une fonction f: Q —R™; (x1,...,x,) — (fi(x1,-, Xn), oo, frn(X1, ..., X))

La fonction f est de classe €? surQ si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent et sont de
classe € surQ, i.e.

a A
f estdeclasse 6 surQ < VY (i,j)e[l,m]x[1,n], ai est définie et est de classe €1 sur Q.
Xj

Idée de démonstration — On applique le critere Théoréme 20.31 (critére €*) et Proposition 20.24 qui nous
apprend que, si la fonction f est différentiable sur Q, alors pour tout x € Q

of . Of of
o (x) P (x) ... ox, (x)
0 0 0
ﬁ(x) ﬁ(x) J2 (x)

Matg, %, (df(x) =| 0x1 0x2 0xp
Ofm ) Ofm, . Ofm
o1 (x) 3%, (x) ... 3%, (x)

oll %, est la base canonique de R" et 98,,, est la base canonique de R,
EXEMPLE 20.75 (La molaire - Episode 5) — Considérons de nouveau la fonction

R* - R
(x,y) — 4x*>-8xy+y*.

f

Nous allons démontrer que Uapplication f est de classe €? surR.

e Dans l'exemple 20.47, nous avons démontré les résultats suivants.
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. La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x sur R? donnée par

of
0x

RZ — R
(x,y) — 8(x-y).

. La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a y sur R? donnée par

of
oy

RZ — R
(x,y) — 4@y°-2x).

P 0
o Etude de la dérivée partielle de G_f par rapport a x.
X

Soit y € R fixé. La fonction

of .. 0f o
ax(,y).x ax(x,y)—S(x ¥)

0
est affine, donc dérivable sur R. Ainsi, of admet une dérivée partielle par rapport a la variable x sur R?

0x

donnée par
0 (Of) R2 — R
0x \0x (x,y) — 8.

P 0
¢ Etude de la dérivée partielle de a—f par rapporta y.
X
Soit x € R fixé. La fonction

af : of —a(y_
ax(x,).y ax(x,y)—S(x ¥)

0
est affine, donc dérivable sur R. Ainsi, —f admet une dérivée partielle par rapport d la variable y sur R?

0x
donnée par
0 (6 f ) RZ — R
oy \ox (x,y) — -8.
R 1 . Of 2
e Caractere ¢ dela fonctlona— sur R-.
X

. . . .0
Des deux points précédents et du critere €', nous déduisons que la fonction O_f estde classe €' surR?.
X

P 0
o Etude de la dérivée partielle de % par rapport a x.

Soit y € R fixé. La fonction

of oy o Of a3
ay(,y).x ay(x,y)—4(y 2x)

0

est affine, donc dérivable sur R. Ainsi, 0_]; admet une dérivée partielle par rapport a la variable x sur R?
donnée par
0 (6 f ) R2 — R
ox\dy (x,y) — -8.

’ . . of
o Etude de la dérivée partielle de a par rapporta y.

Soit x € R fixé. La fonction

AP ) PR B
ay(x,).y ax(x,y)—4(y 2X)

Version du 23 mars 2022 [08h00] 89 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

0
est polynomiale, donc dérivable sur R. Ainsi, G_f admet une dérivée partielle par rapport a la variable y
y

surR? donnée par
] (a f) R2 — R
ay\ay (x,y) — 12y%.

0
 Caractére ¢’ dela fonction O_f sur R2,
y

. , . .0
Des deux points précédents et du critere €', nous déduisons que la fonction O_f est de classe €' surR?.

¢ Conclusion sur le caractére €2 de f sur R,
Comme la fonction f admet des dérivées partielles suivant les variables x et y sur R?> et comme les fonc-

of of

tions 5x ¢y o de de classe €' surR?, le critere €% nous apprend que la fonction f est de classe 6>
x

surR?.

REMARQUE 20.76 (Caractére € d’une fonction polynomiale et d’'une fonction rationnelle en 7 variables)

1. Nous avons établi, dans l'exemple 20.75, que la fonction polynomiale en deux variables

RZ - R

! (x,y) — 4x*-8xy+yt.

est de classe €% sur R?. Plus généralement, pour tout n = 1 entier, une fonction polynomiale en n va-
riables est de classe €* surR".

2. Pour tout n = 1 entier, une fonction rationnelle en n variables, i.e. un quotient de deux polynoémes en n
variables, est de classe 6* sur domaine de définition, qui est une partie ouverte deR".
12.3 Dérivée partielle d’ordre 2

DEFINITION 20.77 (Dérivée partielle d’ordre 2) — Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

B, = (ey,...,ey) la base canonique de R" ;

Q une partie ouverte deR" ;

une fonction f: Q — R™; (x1,...,Xp) — (fi(X1,---, Xn), -0, fm(X1,..., Xn)) de classe €* sur Q.
Pour tout (iy, iz, j) € [1, n] x [1,n] x [1, m], la fonction

Q - R
L) = df(x)-e;

xil

Oxil X —

est de classe €' sur Q, donc admet une dérivée partielle suivant la variable x;, surQ, i.e. une dérivée direction-

0 f;
nelle dans la direction e;, en tout point de(, que l'on note Ji . On pose donc
axiz 536,'1
o fi 0 ( ofj )
axiz axil o axiz axil '
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EXEMPLE 20.78 (La molaire - Episode 6) — Dans l'exemple 20.75, nous avons démontré que la fonction

RZ — R

f (x,y) — 4x*>-8xy+y*

est de classe €* surR? et calculé, chemin faisant, ses dérivées partielles d’ordre 2. Nous avons obtenu que, pour
tout (x, y) € R?

0 f B o’ f B 2f ~ 0% f
ﬁ(x’y)_8 (x’y)__8 (x)y)—_8 0_y2

,y) =12y°.
0yo0x 0x0y ) Y

Nous observons, sur cet exemple, que

0° 0°
/ (x,y) = /
0y0x 0x0y

Y (x,7) € R?, (x, ).

12.4 Théoréme de Schwarz

THEOREME 20.79 (Théoréme de Schwarz) — Soient
e n=1etm=1 des nombres entiers;
e Q une partie ouverte deR" ;
e une fonction f: Q —R™; (x1,...,%,) — (fi(x1,-., Xn), oo+, frn(X1, ..., X))
Si la fonction f est de classe €* surQ, alors pour tout (i1, i, j) € [1,n] x [1,n] x [1, m], pour tout x € Q

O f o f
/i (x) = J
axil axiz axiz 6x,-1

(x).

Ce théoreme est admis.

REMARQUE 20.80 —

; Le caractere 6 de f surQ est essentiel dans le Théoréme de Schwarz.

Considérons la fonction f définie par
R — R

°y
f XZTyZ si (x, J/) #(0,0)

0 si(x,y) =1(0,0).

o’ f o’ f
0y ox (0,0)°et 0x0y

o’ f o’ f
0,0
ay(')x( )7 0x0y

Nous allons démontrer que les dérivées partielles (0,0) existent mais que

(0,0).
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af
0x

Etude des dérivées partielles de f par rapport a x et a y sur R\ {(0,0)}.
Soit (x9, yo) € R2\ {(0,0)}. CommeR%\ {(0,0)} est une partie ouverte de R?, il existe ry > 0 tel que

10 — T, X0 + To[ X 10 = To, Yo + Fol< R*\ {(0,0)} .

Ainsi pour tout (x,y) €]xo — ro, Xo + rol X 1Yo — ro, Yo + 1ol

3
X7y

Xy =5—.
foey) == %
Comme la fonction f est une fonction rationnelle sur]xy — ro, Xo + 1ol le voisinage ouvert de (xy, o), elle
est de classe € sur]xy— ro, Xo + 1ol et donc elle admet des dérivées partielles en (xy, yo), par rapport aux
variables x et y. De plus, on calcule

of ~ Yo(xg +3x5¥5) of % (%5 - %)
a(xoy_}’o) = o2 et a—(xO,J/o) =, 2
(x5 +¥5) Y (x5 +¥5)

Etude des dérivées partielles de f par rapport a x en (0,0).

Soit t € R*.
f((0,0)+t(1,0))—f(0,0)_f(t,O)—f(O,O)_O 0
t B t =0
of :
Donc —(0,0) existe et vaut 0.
0x
Etude de la dérivée partielle de f par rapport a y en (0,0).
Soitt € R*.
f((0,0)+t(0,1))—f(0,0)_f(0,t)—f(0,0)_0 0
t B t =0
of

Donc 0_ (0,0) existe et vautO0.
y

Dérivées partielles de f par rapport a x et a y sur R,
D’apres les trois points précédents, la fonction [ admet des dérivées partielles par rapporta x eta 'y en
tout point de R?. De plus

R2 — R RZ — R
x* +3x%y? F) x3 (x% —y?
% si(x, ) #(0,0) et a—f % si (x, ) # (0,0)
5y — (2 +y?) YV wy — 4 (2+1)
0 si(x,y)=1(0,0). 0 si(x,y)=1(0,0).
. 8% 0 (0
Etude de la dérivée partielle aygx (0,0) := @ (é) (0,0).
Soitt € R*. 5 5 5
0x 0x _ 0x —0 0
t t t—0
62f .

Donc 3y ox (0,0) existe et vaut0.
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. G 0 (0
o Etude de la dérivée partielle / (0,0) := — (—f) (0,0).
0x0y Ox \0y
Soit t € R*. 5 5 3
—f((0,0)+t(1,0))——f(0,0) —f(lf,O)
dy dy oy
= =1 1.
t t t—0
2
Donc (0,0) existe et vaut 1.
0x0y

12.5 Opérations sur les fonctions de classe €

Les résultats suivants sont admis.

1. Une combinaison linéaire de fonctions de classe 6? est de classe €2.
Cf. Proposition 20.60, en remplacant partout €' par €2, pour un énoncé précis.

2. Lespace €2(Q,R™) est un sous-espace vectoriel de & (Q,R™).
Cf. Proposition 20.61, en remplacant partout €' par €2, pour un énoncé précis.

3. Une composée d’applications de classe €7 est de classe €2.
Cf. Théoréme 20.62, en remplacant partout €' par €?, pour un énoncé précis.

4. Une composée de deux applications de classe 62 par une application bilinéaire est de classe €.
Cf. Proposition 20.63, en remplacant partout €' par €2, pour un énoncé précis.

5. Lensemble €2(Q,R) est une sous-algebre de (F (Q,R), +, x,.).
Cf. Théoreme 20.64, en remplacant partout €' par €?, pour un énoncé précis.
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12.6 Fonction de classe €*, o1 k € N* U {oo}

DEFINITION 20.81 (Fonction de classe €*, ot1 k e N* U {oo}) — Soient
e n=1etm=1 des nombres entiers;
e Q une partie ouverte deR" ;

e unefonction f: Q—R™; (x1,..., %) — (X1, 0, Xn)s oo, frn (X1, ., X))

1. On définit la notion de fonction de €* sur Q) par récurrence sur k € N*, sachant que le cas k = 1 est déja
traité.
Si k € N*, la fonction f est de classe €**' sur Q si, pour tout (i, j) € [1, n] x [1, m], les dérivées partielles
0 .
ai existent et sont de classe €~ sur Q.
Xi

2. La fonction f est de classe €™ sur <) si elle est de classe €* sur Q, pour tout k € N*.

DEFINITION 20.82 ( Lensemble €*(Q,R™), oi1 k € N* U {oo}) — Soient
e n=1etm=1 des nombres entiers;
e keN* U {oo};
o Q une partie ouverte de R".

On note €*(Q,R™) I'ensemble des applications de Q) dans R™ qui sont de classe €* surQ, i.e.

€*Q,R™) = {fef/?(Q,lR%m) : festde classe €* surQ} .

EXEMPLE 20.83 (Fonctions de classe 6°°) —
1. Une application constante est de classe €.
2. Unerestriction d’application linéaire est €*°.
3. Pour tout n = 1 entier, une fonction polynomiale en n variables est de classe €°° surR".
4. Pour tout n = 1 entier, une fonction rationnelle en n variables, i.e. un quotient de deux polynémes en n

variables, est de classe €*° sur domaine de définition, qui est une partie ouverte de R".

12.7 Dérivée partielle d’ordre k € N*

DEFINITION 20.84 (Dérivée partielle d’ordre k € N*) — Soient
e n=1,m=1etk=1 des nombres entiers;
e Q une partie ouverte deR" ;

une fonction f: Q—R™; (x1,...,%5) — (fi(X1,-- ) Xn), .-+, frn(X1,-..,%n)) de classe €* sur Q.

jelt,m];

(ay,...,ap)eN" telquea, +...+ a, = k.
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On peut dériver successivement la fonctionf;
. a1 fois par rapport a x; ;

. @y fois par rapport a x; ;

. ay fois par rapport a x, ;

et on obtient une fonction continue
k
0" .
0x]10xy2...0x,"

Q—-R

REMARQUE 20.85 — Nous conservons les notations de la Définition 20.83. D’apres le Théoreme de Schwarz
(20.79), lordre de calcul des dérivées partielles n'importe pas.

12.8 Opérations sur les fonctions de classe €, ot1 k € N* U {oo}

Les résultats suivants, dans lesquels k désigne un élément de N* U {oo}, sont admis.

1. Une combinaison linéaire de fonctions de classe €* est de classe €*.
Cf. Proposition 20.60, en remplacant partout €' par €*, pour un énoncé précis.

2. Lespace €k (Q,R™) est un sous-espace vectoriel de & (Q,R™).
Cf. Proposition 20.61, en remplacant partout €' par €*, pour un énoncé précis.

3. Une composée d’applications de classe €* est de classe €*.
Cf. Théoreme 20.62, en remplacant partout €' par €*, pour un énoncé précis.

4. Une composée de deux applications de classe €* par une application bilinéaire est de classe €*.
Cf. Proposition 20.63, en remplacant partout €' par €*, pour un énoncé précis.

5. Lensemble €*(Q, R) est une sous-algebre de (# (Q,R), +, x,.).
Cf. Théoréeme 20.64, en remplacant partout 6" par €*, pour un énoncé précis.
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