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Chapitre 20
Calcul différentiel
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1 Extrait du programme relatif a ce chapitre

L'objectif de ce chapitre est de présenter les premieres notions de calcul différentiel dans le cadre des espaces
vectoriels normés de dimension finie sur R. Ce chapitre fait intervenir a la fois des aspects intrinseques et cal-
culatoires, permettant ainsi de développer la compétence « Représenter ».

La différentielle d'une application en un point est introduite a ’aide d'un développement limité. De nom-
breuses questions se raménent, via la paramétrisation de chemins, a des énoncés relatifs aux fonctions d'une
variable réelle. En particulier, les dérivées partielles fournissent un outil de calcul dans le cas ou I'espace de
départ est muni d'une base.

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert d’'un R-espace vectoriel normé de
dimension finie et a valeurs dans un R-espace vectoriel normé de dimension finie. Le choix d'une base de
I'espace d’arrivée permet de se ramener au cas des fonctions a valeurs réelles.

Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vec-
teur v.

Notations D, f(a), D, f.

Notations %(a), 0; f(a). Lorsqu’'une base de E est
fixée, I'identification entre f(x) et f(xy,...,Xx,) est
autorisée.

Dérivées partielles dans une base.

Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en
a et dérivable en a selon tout vecteur.
Différentielle de f en a, encore appelée applica-
tion linéaire tangente a f en a. Relation df(a)-v =
D, f(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Diffé-
rentielle sur Q.

Cas particuliers : application constante, restriction
aun ouvert d'une application linéaire.

Lien entre différentielle et dérivées partielles. Ma-
trice de df(a) dans un couple de bases. Matrice
jacobienne d'une application définie sur un ouvert
de R a valeurs dans R™.

Cas des fonctions d'une variable : si Q2 est un in-
tervalle ouvert de R, la différentiabilité de f en a
équivaut a la dérivabilité de f en a; relation f'(a) =
df(a)-1.

Notation o(h). Développement limité a I'ordre 1.

Notations df(a), df(a)-v.

Notation df.

Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d'une combinaison linéaire d’appli-
cations différentiables, de B(f,g) ou B est bili-
néaire et f et g sont deux applications différen-
tiables.

On utilise I'existence d’un réel positif C tel que,
pour tout (¢, v), on ait || B(u, v)|| < Cllull |v|l. Tout
développement sur les applications bilinéaires
continues est hors programme.
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Différentielle d'une composée d’applications diffé-
rentiables.

Dérivée le long d'un arc : si y est une application
définie sur I'intervalle I de R, dérivable en ¢, si f est
différentiable en y(r), alors (foy) () = df(y(r)) -
Y'(1).

Dérivées partielles d'une composée d’applications
différentiables.

Interprétation géométrique en termes de tan-
gentes. Cas particulier fondamental : y(z) = x + th.
Dérivation de t — f(x1(2),...,x,(1)).

Regle de la chaine : calcul des dérivées partielles de
(u]_)---y u}’}’l) — f(xl(uly---) um);---)xl’l(uly---) um))-

Cas des applications numériques

Sil'espace E est euclidien, gradient en a d’'une ap-
plication numérique différentiable en a. Expres-
sion du gradient en base orthonormée.

Point critique d'une application différentiable.
Condition nécessaire d’existence d'un extremum
local. Exemples de recherche d’extremums glo-
baux.

Le théoreme de représentation des formes li-
néaires dans un espace euclidien est établi a ce
stade. Notation V f(a). Interprétation géométrique
du gradient : si Vf(a) # 0, il est colinéaire et de
méme sens que le vecteur unitaire selon lequel la
dérivée de f en a est maximale.

Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vec-
teur v de E est tangent a X en x s'il existe € > 0 et
un arc y défini sur | — €, €[ dérivable en 0 a valeurs
dans X, tels que y(0) = x,y'(0) = v.

Cas ol1 E = R3 et o1 X est le graphe d'une fonction
f différentiable sur un ouvert de R

Si f est une fonction a valeurs réelles définie et dif-
férentiable sur un ouvert de I'espace euclidien E, si
X est une ligne de niveau de f, alors les vecteurs
tangents a X au point x de X sont orthogonaux au
gradient de f en x.

Plan affine tangent a une surface d’équation z =
f(x,y) : équation cartésienne.
Le théoreme des fonctions implicites est hors pro-
gramme. PC: électrostatique.

Applications de classe €'

Une application f est dite de classe € sur un ou-
vert Q) si elle est différentiable sur Q et si df est
continue sur Q.

Lapplication f est de classe €' sur Q si et seule-
ment si les dérivées partielles relativement a une
base de E existent en tout point de Q) et sont conti-
nues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de
classe €.

Démonstration non exigible.
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Si f est une application de classe €' de Q dans F,
si y est une application de classe €' de [0,1] dans
Q,siy(0) =a,y(1) =b,alors:

1
Fb) - fla) = fo df ()7 (1) dr.

Si Q) est connexe par arcs, caractérisation des fonc-
tions constantes sur Q.

PC : circulation d'un champ de vecteurs dérivant
d’un potentiel.

Démonstration pour 2 convexe.

Applications de classe €

Dérivées partielles d’ordre k.

Une application est dite de classe €* sur un ouvert
Q sises dérivées partielles d’ordre k existent et sont
continues sur (.

Théoréme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de
classe €¢*. Composition d’applications de classe
€*.

Exemples d’équations aux dérivées partielles du
premier et du second ordre.

akf
—— ,0;,...05 f.
Xj...0xj, Ji -

La notion de différentielle seconde est hors pro-
gramme. PC:laplacien.

Notations

Démonstration non exigible.
Démonstrations non exigibles.

Les étudiants doivent étre capables d'utiliser un
changement de variables dans les deux cas sui-
vants : transformation affine, passage en coordon-
nées polaires. L'utilisation de tout autre change-
ment de variables suppose une indication. La no-
tion de difféfomorphisme étant hors programme,
I’expression des solutions en fonction des variables
initiales n'est pas un attendu. PC : équation de la
diffusion thermique, équation de propagation.
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2 Introduction

2.1 Fonctions étudiées en MPSI

Les fonctions étudiées en MPSI étaient de la forme suivante.

I]}j{ RouC
I K
f
Xt fx)
A A
| |
| |
nombre réel nombre réel ou complexe
2.1.1 Calcul différentiel
- f estdérivable en a € I sl existe £ € K tel que f-fa « l;

X—da X—a

- si f est dérivable en a, alors son nombre dérivé en a est défini par

f'(a) := lim f& - @ [nombre dans K].
x—a  x—a

2.1.2 Condition nécessaire pour étre un extremum local
Dansle casou K =R, si

- f estdérivable sur I;

- f admet un extremum local en un point a de 1

alors f’(a) = 0. On dispose ainsi un outil pour étudier les extrema locaux de f.

Remarque. Le fait que I soit ouvert est essentiel. En effet, la fonction

[0,1] — R
X — 2x+1

f

est dérivable sur [0, 1] et admet un extremum local (et méme global) en 0 et en 1. Mais en ces deux points, la
dérivée égale 2.

2.1.3 Unlien avec le calcul intégral
Si
- festde classe €' sur I;

- aet b sont deux points de 1

alors d’apres le Théoreme fondamental de ’analyse

b
f flx)dx=f(b)- f(a).
a
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2.2 Fonctions étudiées en MP jusque la

Les fonctions étudiées dans le chapitre 17 « Fonctions a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie »
sont de la forme suivante

ou E un evn de dim finie

|
|
Y

~C—o—>=3

Rm
f
)f’ (f1(x), fo(x),..., fm(x))
| |
[ |
nombre réel vecteur de R™
ou meN*.
Pour tout i € [1, m]
I - R
Ji x — filx)

est une fonction a valeurs réelles (fonction i-ieme coordonnée), donc du type de celles étudiées en MPSI.

2.2.1 Calcul différentiel

- festdérivableen a € I s’il existe £ = (¢1,...,¢,;) e R™ tel que

fx) - fla) rm fi)-fila) r

¢ ce qui équivaut a, pour toutie€ |1, m
xX—a  x—a quieq P [1,m], x—a x—a

- si f est dérivable en a, alors son vecteur dérivé en a est défini par

f'(@) := lim

X—a

=(fi(@),..., [, (@) [vecteur de R™].

fx) - f(a)
X—da

2.2.2 Unlien avec le calcul intégral
Si

- festde classe €' sur I;

- aet b sont deux points de

alors d’apres le Théoreme fondamental de ’analyse

b
f f'(x)dx=f(b)- f(a) [égalité entre vecteurs de R"|

i.e.

b b
(f f{(x)dx,...,f ﬁ;(x)dx)=(fl(b)—fl(m,...,fm(b)—fm(a)).
a a
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2.2.3 Inégalité des accroissements finis

Dansle casou K =R, si
- f estdérivable sur I avec une dérivée f’ bornée sur I;

- aet b sont deux points de 1

alors ||f(b) —f(a)” < (su;l) ||f'(x) ||) |b—al.

2.3 Fonctions étudiées en MP dans ce chapitre

Les fonctions étudiées dans ce chapitre sont de la forme suivante.
R"ou E un evn de dim finie ou F un evn de dim finie

|
|
Y
Q R

(xl)---yxl’l) — (fl(xl»H-)xl’l))fZ(xlr---yxn)y-~~)ﬁ’ﬂ(xl)---)xl’l))
A A
| |

| |
vecteur de R" vecteur de R™

Pour tout i € [1, m]
Rn
f; Q - R
(xl"")xn) = fi(xl,---»xn)

est une fonction a valeurs réelles (fonction i-ieme coordonnée), jamais encore étudiée.

2.3.1 Taux d’accroissement non défini

@ sia,x €, alors I'objet M n’est pas défini (division par un vecteur de R").
xX—a

2.3.2 Calcul différentiel

- f estdifférentiable en a € Q c R" s’il existe L € £ (R",R™) telle que

(%) fx) =, f@+Lx—a)+o(lx—al) [développement limité al’ordre 1 dans R"] ;

- f estdifférentiable en a, alors I'application linéaire L de R” dans R" vérifiant (x) est unique;

- si f est différentiable en a, alors sa différentielle en a est 'application linéaire d f(a) définie par

fx) = fla+df(a)-(x—a)+o(lx—all).
X—a _,—4

L(x—a)
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Exemple.
Lapplication

est différentiable en I, et

Det ‘

dDet(I,)

2.3.3 Théoreme fondamental (Critére €!)

Sila fonction f admet des dérivées partielles

of;

ax]'

-/%n(R) -
M

GLn(R) -
— detA

R

— Tr(M) .

Q - R

ofi

ax]'

(a)

continues sur Q, pour tout (i, j) € [1,m] x [1, r], alors I'application f est différentiable sur Q et, pour tout

ae(Q)

Matg,, %, (df (@) =

%(a)

0x1

O—XI(CZ)

Ofm
axl

(a)

0f

—(a)

0)62

0f

0xy,

o0f>

0xy,

(a)

(a)

3 fm
E (a)

[matrice Jacobienne de f en a]

ol %,, désigne la base canonique de R” et 98, la base canonique de R"".

2.3.4 Condition nécessaire pour étre un extremum local

Si

- Qestun ouvert de R";

- f:Q — R estune fonction différentiable sur Q;

- f atteint un extremum local en un point a € Q,

alors

On dispose ainsi un outil pour étudier les extrema locaux de f.

dfa=02mw) -
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2.4 Fonctions de deux variables réelles a valeurs réelles

Considérons un cas particulier de la partie 2.3, en spécialisant a n = 2 et m = 1. Nous allons donc nous
intéresser aux fonctions du type suivant.

RZ

Q

(x, ) —————f(x,y)
A A

|
vecteur de R? nombre réel

2.4.1 Legraphedelafonction f

On appelle graphe de la fonction f la partie I' de R® définie par

T:={x6y fx,) : (x,y) €Q}

i.e. I' est 'ensemble des points de I'espace de coordonnées (x, y, f (x, y)) obtenus en faisant varier (x, y) € Q.

Un point du graphe I" de f.

‘_ e _ e -.(x?ysf(x'Y))

6 4
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2.4.2 Si f estune continue son graphe est une surface (sens intuitif)

Sil’on suppose que la fonction f est continue sur Q, alors son graphe I" al’allure d'une surface (sens intuitif),
appelée parfois nappe.

_1\2 2
=D G+D7

SurfaceI'de f: (x,y) — 2.

3 2

SurfaceI' de f: (x,y) — xy.
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SurfaceI' de f: (x, y) — sin(xy).

1 1
Surface'de f: (x,y) — i ? +sin(xy).
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2.4.3 Exemple d’étude d’extrema d’une fonction de R? dans R
Considérons de nouveau la fonction

R? - R
_1\2 2
x-D7  +D"
3 2

2

x,y) — f:(xy~—
et étudions ses extrema.

Comme f(x, y) est une expression polynomiale en les variables x et y, f admet des dérivées partielles en tout
point (a, b) de R?.

Apreés calcul, on obtient
of
ox’

2 0
(a,b)— =(a—1) et —f:(a,b)Hb+1.

3 oy
Comme ces deux applications sont continues sur R?, le critére €' s’applique : la fonction f est différentiable

sur R? et pour tout (a, b) € R?, la matrice de df{, ) dans les bases canoniques est

of of (2

D’apres la condition nécessaire pour étre un extremum local, f admet un extremum local en (a, b) € R? si et

seulement si
a-1=b+1=0

i.e.si(a,b) =(1,-1). Il est clair que f(1,—1) = —2 est un minimum global de f.

Conclusion. La fonction f posséde un unique extremum local. Il s’agit d'un minimum global, valant -2,
atteint en I'unique point (1,-1).
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3 Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

3.1 Une fonction définie sur un voisinage de Oy
Soient
e E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Nf (elles sont toutes équivalentes);

e Fun R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E;

f: Q— F une application;

* aun point de Q;

h un vecteur non nul de E.

On a donc la situation suivante

- vecteur non nul de

h—— =<
~
~
~N
~
~

\

(E, Ng) evn de dim finie muni de Ng

A

[

[

Q F

Ve /4 f
a-_ _ pointde’//// X f(x)

- _ - A .

[ [

[ [
vecteur de E vecteur de F

LEMME 20.1 (Une fonction définie sur un voisinage de Og) — La fonction de la variable réelle t

Qan: t— fla+t.h)

est définie sur un ouvert de R qui contient Og.

Démonstration —
» Introduisons la fonction 7, j, la translation au point a suivant le vecteur h, définie par

R — E

T
ah |t a+th

Cette application est Ng(h)-lipschitzienne, donc continue sur R. En effet, pour tout (1, £,) € R?
NE(Tan(82) =T n(f)) = Ngla+ta.h—(a+ t1.h)g = Ng((f — 11).h) = Ng(h) |t - 1] .

e Soitt eR.
@qnestdéfinieent < a+theQ

— Tan(HeQ
<~ fte€ T;lh(Q).

Donc I'’ensemble de définition de la fonction ¢, ;, est T;lh(Q), qui est un ouvert de R, comme image
réciproque de I'ouvert 2 de E par I'application continue 7 j,.
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e De plus, il est clair que ¢, , est définie en Og, puisque a + Ogr.h = a € Q.

Q.E.D.

Ilustration du domaine de définition de la fonction ¢, j,.

3.2 Dérivée selon un vecteur ou dérivée directionnelle

DEFINITION 20.2 (Dérivée selon un vecteur) — Soient

E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F une application;
* aunpointde();
¢ h un vecteur non nul de E.

Soit la fonction ¢, j, de la variable t réelle

Qan: t— fla+t.h)
qui est définie sur un ouvert de R contenant Og.

1. Ondit que f est dérivable en a suivant le vecteur h si la fonction ¢, j, est dérivable en 0.

2. Si f estdérivable en a suivant le vecteur h, alors on pose

fla+th)— f(a) c
t

Dpf(a):= ¢!, ,(0) = lim F
’ t—0R

Ce vecteur de F est appelé vecteur dérivé de f en a selon le vecteur h.
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Illustration d’'une dérivée en un point suivant un vecteur non nul.

(x 4+ 1)y + 2
%, ) . 'Ly )

Rz Rpg= e
-~
- -
-
i )
- -
-
-
-
-
= -
= -
= -
—_ = - - --
. L]
______ A -
_________ AP NSRS NN SN SN
i ; b H i e
i oo oo oo e e i ! :
b G T T T T T o e el :
i g p H i o
__—..;.._———\:_ _________ }_'_———_}'_———-;'_.
_________ H__ 4 i i :
______ i - i et Sl ol
——————
S - i i
e e Fo-eeiooo- :
- I, b H
; R iy SRy SRt uy SR L
- - : § : ' i
Fi — 4 3 i i .
I.- T T T ¥ 1 +
e----b e ] el _ |_:n : : A ;
Sy - I I R - . e s LA N PN AR
_::__-__,"-_--::_-_-_7--—:‘:--_—_5-—- - ———— L_-_,h— ‘_——-L__——L___-i---__.‘}__——_,‘r___—-i
B S . : i i i i ; f
f _: e B r AR SRR R e Ty T AUpUp S focod o o
e il T Sy Ry S oo ___ i ___f____i____ L. H }_
H i i R A R e
———————————————————————————— d 1 :
}: ; & 3 L) S . ‘___i-_—__.____L__________:-- O bl o ST
—————————————————————————— i !
j B = e I, 8 _ L __i____ [ Y N o /LI
___________ SRR SR SV SR AU D - i

L

EXEMPLE 20.3 — Lapplication f: R*> — R définie par

3 —y4
m si(x, )/) #(0,0)
Vx,y) eR?,  flx,y) = Y
0 si(x,y)=1(0,0)

admet une dérivée selon tout vecteur non nul de R? au pointen (0,0).
Soit h = (hy, hy) € R?\ {(0,0)}.

FUO,0 +1(hy, h2)) ~ f(0,0) _ 1 Phi—t'hy  hi—thy ns
t t 2 h2+12h3  hP+h: =0 B2+ hE’

Donc la fonction f est dérivable en h = (hy, hy) € R2\ {(0,0)} au point (0,0) et

3

D, f(0,0) = —+— .
nf (0,0 H2 + 2
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3.3 Dérivées partielles

DEFINITION 20.4 (Dérivées partielles - cas général) — Soient

e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes) et d’'une
base B = (ey,...,en);

F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;
* aunpointde(Q;

e f:Q— F uneapplication dérivable en a suivant tous les vecteurs ey, ..., e, de la base 9B de E.

Alors pour tout i € [1,n], on définit la i -eme dérivée partielle de f en a, notéed; f (a), par

0if(a):=D,, f(a)€ F|.

DEFINITION 20.5 (Dérivées partielles - cas o1 la source est un ouvert de R"”) — Soient
o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);
e Q une partie ouverte deR" ;
* aunpointde();

e [1Q—F; (x1,...,xp) — f(x1,...,Xx,) une application dérivable en a suivant tous les vecteursey,...,e,
de la base canonique % de R".

0
Alors pour tout i € [1,n], on définit la i -eme dérivée partielle de f en a, notéed; f (a) ou % (a), par
i

0
—f(a) :=0;f(a):=D,, f(a) € F|.
6x,-

EXEMPLE 20.6 — Lapplication f définie par

RZ - R
(x,y) =~ x3+xy+y2.

f

posseéde des dérivées partielles dans la base canonique deR?.
On note 9 = (ey, e2) la base canonique de R2. Soit a = (a1, a») € R?.

e Premiere dérivée partielle de f en a.
PourtoutteR

Pae (D)= fla+te) = flay+1t,a) = (a1 + 1> + (ay + o + as .
Comme cette expression est polynomiale en t, elle est dérivable en tout t € R et

df (a+tep)

=3+’ +a.
o7 (n+1) 2
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Ainsi 5 g

0x dt =0

Nous aurions obtenu la méme formule si nous avions dérivé f(x,y) par rapport a x, en supposant y
constant, avant d'évaluer le résultat en (x,y) = (a, az).

:3a%+a2.

e Deuxiéme dérivée partielle de f en a.
Pour tout t € R
Pae,(t):=fla+te)) = flar,a2+1) = a‘;’ +a1(ar+ 1)+ (ar + n?.

Comme cette expression est polynomiale en t, elle est dérivable en tout t € R et

W:dlﬁ-Z(dgﬁ-ﬂ.
Ainsi of af o)
a+te
a—y(a):ZGZf(a): TZ tZO:a1+2ag.

Nous aurions obtenu la méme formule si nous avions dérivé f(x,y) par rapport a y, en supposant x
constant, avant d’évaluer le résultat en (x,y) = (a1, ay).

REMARQUE 20.7 (Calcul pratique des dérivées partielles) — En pratique, lorsque l'on dispose d’'une expres-
sion de f définie sur un ouvert deR", la i-eme dérivée partielle se calcule en dérivant l'expression par rapport
a la i -eme variable, les autres variables étant considérées comme des constantes, pour tout i € [1, n].
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4 Différentiabilité et différentielle en un point

4.1 Notation de Landau

Soient

e (E, Ng) un espace vectoriel normé de dimension finie;

(F, Nr) un espace vectoriel normé de dimension finie;

o R
une application f: ¥, — F.
On écrit

fh= o (Ne(h)

si
f(hy F
NE(h) h—0g

F

ou de maniere équivalente si
Ng(f(h) N (f(h) ) R
Y o Np |

NEg(h) Ng(h)) h—og

Idée intuitive. f(h) = .0 (Ng(h)) signifique que
E

—

—— O

7/0’; un voisinage de Og, privé de O (on parle de voisinage épointé);

la quantité vectorielle f(h) dans F, divisée par Ng(h), tends vers O, lorsque h tend vers O.

4.2 Présentation du contexte général

Dans cette partie 4, nous considérerons souvent la situation suivante.

E espace vectoriel de dimension
finie muni d'une norme Ng

ouvert

espace vectoriel de dimension

finie muni d'une norme Ng
[

[
[
[
[
¥
F

- Xt
A
|

[
vecteur de E

f(x)
A

vecteur de F
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4.3 Application différentiable en un point

DEFINITION 20.8 (Application différentiable en un point) — Soient
e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Nr (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F une application;
* a un pointde(.

On dit que [ est différentiable en a s'il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel que

fla+h) = f(a)+L(h) + 2 (Ng(h)

i.e. telle que
fla+h)— f(a)— L(h)

Ng(h) h—0g

Of

REMARQUE 20.9 (Lapplication /1 — f(a+ h) est définie sur un voisinage de 0y) — Comme Q est un ouvert
de E et comme a € Q, il existe ry > 0 tel que PBg(a,r,) < Q. On en déduit que le vecteur f(a+ h) de F est bien
défini, pour tout h € Bg(0g, ra), donc sur un voisinage de Og.

REMARQUE 20.10 (Interprétation de l'application linéaire L € £ (E,F)) — Lapplication L € £(E, F) peut
étre vue comme l'application linéaire de E dans F qui approxime au mieux l'application

h— fla+h)-f(a)

au voisinage de O.

EXEMPLE 20.11 (Différentiabilité en tout point de 'élévation au carré dans ./, (R)) — Soit n = 2 un nombre
entier. On munit 4 ,(R) d'une norme d’algébre unitaire, par exemple de la norme ||-|| définie par

n
VMe.My,[R), |M|:= max (Zl[Mliﬂ)-
Isj=n\;5

Soit l'application
f MR —  Mp([R)
A~ A%

Soit A€ M, (R) une matrice fixée.
e SoitH € My,(R).

fA+H)=(A+ H?=(A+H)(A+ H) = A*> + AH+ HA+ H”.
~N Y——
f(A)  linéaireen H

e Lapplication
MR — Mu(R)

L H — AH+HA

est linéaire.
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e Pourtout H € 4, (R) \ {OM,,(R)}
0<||H| < IHI

et donc )
<|—=|=IHI.
| HIl
Par Théoreme d’encadrement
HZ
— 0 4,m®
IHI H=0.4,®
Donc
H*= o (IHI.
H=04,m

e De ce qui précéde on déduit que Uapplication f est différentiable en a, avec

f(A+H)=f(A)+L(H)+H 0 CIIHID

—Vn®)

ou L est 'endomorphisme de 4,,(R) qui a H € #,(R) associe AH + HA.

4.4 Ladifférentiabilité en a entraine la continuité en a

PROPOSITION 20.12 (La différentiabilité en a entraine la continuité en a ) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F uneapplication;
* a un point de().

Si l'application f est différentiable en a, alors elle est continue en a.

Démonstration — Supposons f différentiable en a. Alors il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel
que
fla+h)= f(a)+ L(h) + . 00 (Ng(h)) .
—VE

L'application L est linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie. Elle est donc continue et ainsi

L(h) —— L(0p) =0Ff.

—0p
On observe
_(?OE(NE(h))
po, VW= ) e e
T —
Ainsi

fla+h) = f(a)+L(h)+h00 (Ng(h)) fl@)+0r+0Fr=f(a).
—VE

h—0g
Q.E.D.
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REMARQUE 20.13 (Une application continue en a n’est pas nécessairement différentiable en a) — Lappli-

cation
R — R

f x six=0
X — |x|= .
—-x Six<0

est continue en 0, mais n'est pas différentiable en 0.

Démontrons le par Uabsurde en supposant que f est différentiable en 0, i.e. en supposant qu'il existe une ap-
plication linéaire L € £ (R,R) telle que

|hl=f(W)=fO)+L(MW+ o (IR)=L(W+ o (Ik)=hL1D)+ o (Al .
h—0 h—0 h—0

Si h € R*, on obtient, en divisant chaque membre par | h|

h
1= mL(1)+h20(1) .

Quand h — 07", il vient L(1) = 1 et, quand h — 0™, il vient —L(1) = 1. Contradiction.

4.5 Une application différentiable en a admet des dérivées dans toutes les directions
ena

PROPOSITION 20.14 (Une application différentiable en a admet des dérivées directionnelles en a) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F uneapplication;
* aunpointde();
* v un vecteur non nul deE.
Supposons lapplication f différentiable au point a, i.e. qu'il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel que

fla+h)= f(a)+ L(h) +h 00 (Ng(h)) .
—VE

Alors Uapplication f admet une dérivée en a, suivant la direction v, et

D, f(a) = L(v).

Démonstration —

o Lapplication
_ fla+h)- f(a)—L(h)
Ng(h)

est définie sur un voisinage %, ouvert de O, privé de O (on parle de voisinage épointé de 0g), et vérifie

e h

- fla+h) = f(a)+ L(h) + Ng(h) e(h) pour tout h € 7/”;;
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- €(h) —— Op, i.e. Np(e(h)) —— Og.

h—>OE h_’OE
* On consideére pour un ¢ € R* tel que t.v € 7.

fla+tv)-fla) f(a)+L(t.v)+ Ng(t.v)e(t.v)—f(a) L)+ Ng(t.v)e(t.v)
t - t - t

Ng(t.v)e(t.v)

=L+

o Le résultat de la proposition 20.14 découle de la propriété

Ng(t.v)e(t.v)
t t—0R

Of

qui équivaut a

Ng(t.v)e(t.v)
pJELDED)

Nous démontrons ci-dessous.

¢ Nous observons

1
= — Nr(|t] Ng(v)e(t.v)) = Ng(v) N (e(t.v))

|2l

() 0= Np(PEEDEED)

Comme t.v — 0 quand ¢ — Og et Nr(e(h)) — Og quand & — O, on obtient par composition de limites

(% %) Nr(e(t.v)) — Op.
t—0R

Ng(t.v)e(t.v
De (%), (x%) et du Théoreme d’encadrement, nous déduisons Ng ( £ t) ( )) "y Op.
—UR

REMARQUE 20.15 (Admettre des dérivées directionnelles en a n’entraine pas la différentiabilité en a) — Soit
lapplication f: R? — R définie par

x5

— o Sy #0,0
0 si (x,7) = (0,0)

La fonction f admet des dérivées directionnelles en (0,0), dans toutes les directions, mais n'est pas différentiable
en (0,0). Démontrons le.

e Soitv = (v, v,) € R\ {(0,0}. Donc au moins l'un des nombres vy, v, est non nul.

Soit t € R*.
fU0,0) +t(vy,v2)) — f(0,0)  f(tvy, tvy)
t t
1 P vy
ot (tvy— 2 v+ t4v]

4,5
t* v}

2 vs-203vF v+ 214 v]

2,5
2 V3

2 _ 2 2.4
vy =2t V7 U2+ 217 0]

On distingue alors deux cas.
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- Casou vy #0.
Sivy #0, alors
f(0,0) + t(v1,v2)) — f(0,0) B t? vf

=0 12 =
t t0y2t0

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur v = (vy, v2) et
D,f(0,0)=0.

- Casou vy =0.
Supposons v, = 0. Alors comme v # (0,0), v #0.

f0,0)+ t(v1,v2)) — f(0,0)  £7v) vy

t T22Kt 2 0 2

Donc f est dérivable en (0,0) suivant le vecteur v = (vy, v2) et

_h
DUf(OJO)_ 2 .

- Lapplication admet donc des dérivées en (0,0) suivant tout vecteur v = (vy, v2) € R2\ {(0,0} et

0 siv,#0

(%) D, f(0,0) =
> sivy =0.

o Démontrons que f n'est pas différentiable en (0,0), en raisonnant par l'absurde.
Supposons donc qu'il existe une application linéaire L€ £ (R?,R) telle que

F((0,0) + (h1, h2)) = £(0,0) + L(hy, hp) + PN (\/hf + hg) .
D’apres la Proposition 20.14
(k%) VY (v1,v2) €R®\{(0,0}, Dyy,0,)f(0,0)=L(vy,v5).
Calculons de deux manieres D1 f(0,0). D'apres (%)
Du,1)f(0,0)=0.
D’apres (x) et (% x)
D,1)f(0,0)=L(1,1) = L((1,0) + (0,1)) = L(1,0) + L(0,1) = D(3,0 f(0,0) + D(0,1) f(0,0) = % +0= % .

On a ainsi une contradiction.

Version du 23 mars 2022 [07h01] 23 David Blottiere



Lycée Chrestien de Troyes @ @ @@ MP2122

4.6 Différentielle en a d'une application différentiable en a

PROPOSITION-DEFINITION 20.16 (Différentielle en a d’'une application différentiable en a) — Soient

e E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N (elles sont toutes équivalentes);
e F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);
o Q une partie ouverte de E ;
e f:Q— F uneapplication;
* aunpointde();
Supposons Uapplication f différentiable au point a, i.e. qu'il existe une application linéaire L € £ (E, F) tel que
(%) fla+h) = f(a)+ L(h) +h—?05 (Ng(h)) .
1. Lapplication linéaire L vérifiant (x) est unique.
2. Lapplication linéaire L est appelée différentielle de f en a et est notée df (a).

3. Ladifférentielle de f en a est 'unique application linéaire de E dans F telle que

(%) fla+h) = f(a)+ df(a)-h+ho0 (Ng(h)) .
—VE

Démonstration — Seul I'unicité d’'une application linéaire L de E dans F vérifiant (x) mérite une explication.
Supposons qu’il existe deux applications linéaires L;, L, € £ (E, F) telles que

fla+h)= f(a)+ Ly (h) +h 00 (Ng(h)) et fla+h) = f(a)+ Ly (h) +h 00 (Ng(h)) .
—VE —VE

Soit v € E \ {0g}. D’apres la Proposition 20.14
Li(v)=Dyf(a)=Lx(v).
De plus, comme L;, Ly € Z(E, F)
L1(0g) =0fF = L2(0pg).

Donc les applications L; et L, sont égales. Q.E.D.

REMARQUE 20.17 (Expression des dérivées directionnelles en termes de différentielles) — On conserve les
notations de la Proposition-Définition 20.16 et on considere un vecteur v € E \ {0g}. D'apres la proposition
20.14

D,f(a)=df(a)-v.

EXEMPLE 20.18 (Suite de 'exemple 20.11) — Les résultats établis pour la fonction

MR — M (R)
f A — A2

dans l'exemple 20.11 s'interpretent comme suit.
Lapplication f est différentiable en tout point A € M, (R) et la différentielle de f en A € #,(R) est donnée
par

df (A)

MyR) —  Mu[R)
H — AH+ HA.
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4.7 Synthese sur la continuité, les dérivées directionnelles et la différentiabilité

On considere la situation suivante.

_____ __vecteur non nul de

v ~<_
=~ ~
~N
N
N
E espace vectoriel de dimension espace vectoriel de dimension
finie muni d’'une norme Ng finie muni d’'une norme N
|
|
ouvert :

|
Y

Q F

7 f
e
-
a— point de //// X f(x)
| |
| |
vecteur de E vecteur de F
Continuité de f en a.
La fonction f est continue en a si
F
fla+h) fla).
h—0g

Dérivabilité et dérivée de f en a suivant v.
» Lafonction f est dérivable en a suivant v s’il existe ¢ € F tel que

fla+tv)—f(a) F

t t—0r

I

 Si f estdérivable en a suivant v, la dérivée de f en a suivant v est

fla+t.v)- f(a) c
t

D,f(a):= }Lr& F.

Dérivabilité partielle et dérivées partielles de f en a dans le cas ou1 E = R"
Soit %, = (ey, ..., e,) la base canonique de R" et soit i € [1, n].

e On dit que f admet une i-eme dérivée partielle en a si la fonction f est dérivable en a suivant e;, i.e.
s'il existe ¢ € F tel que

fla+te)—fla) F

t t—0r

I

e Si f admet une i-eme dérivée partielle en a, la i-eme dérivée partielle de f en a est

I ()= D, f(a) := lim flatte) - fla)
axl- t—0g P

F.
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Différentiabilité et différentielle de f en a.

o Lafonction f est différentiable en a s'il existe L € £ (E, F) tel que f(a+ h) = f(a) + L(h) + . o0 (Ng(h)).
—VE

 Si f est différentiable en a, 'application L de E dans F dans le DL1 de f en a est unique. On 'appelle
différentielle de f en a et onlanote df(a). On a donc

df@eLEF) et fla+h=f@+df@-h+ o (Np(h).

~

DL1de fena

Différentiabilité de f en a versus continuité de f en a.

f différentiable en a | === f continue en a

f continue en a | == X =| f différentiable en a

Un exemple d’application continue en un point (0) mais qui n’est pas différentiable en ce point est donné
par I'application
R — R

f x six=0
x — |x|= .
—-x six<0

Différentiabilité de f en a versus dérivées directionnelles en a suivant tout vecteur

f est dérivable en a suivant tout vecteur v € E\ {0}
f différentiable en a | =—= et

Dyf(a)=df(a)-v

f est dérivable en a suivant tout vecteur v € E\ {0g} | == X =| f différentiable en a

Un exemple d’application qui admet des dérivées dans toutes les directions en un point ((0,0)) mais qui n’est
pas différentiable en ce point est donné par I'application f: R? — R définie par

x5

m si (x, y) #(0,0)

V(x,y) €R?, f(x,y) =
0 si (x,¥) = (0,0)

Ses dérivées directionnelles en (0,0) suivant le vecteur v = (vy, v2) € R?\ {(0,0)} sont données par

0 sivy#0

DUf(O)O) =
— sivy=0.
2
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5 Deux exemples élémentaires d’applications différentiables
5.1 Différentiabilité et différentielle d’'une application constante
PROPOSITION 20.19 (Différentiabilité et différentielle d’'une application constante) — Soient

o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: Q— F une application constante;
* aunpointde();

Alors Uapplication f est différentiable en a et

df(a)=0%EF) -

Démonstration — Soit r, > 0 tel que Bg(a, r,) < Q. Alors pour tout h € Bg(0g, ry)

fla+h) = f(a)=f(@)+0gErn(h) + \Ofd

linéaire en h o (Ng(h)
h—0p

Comme nous avons obtenu un DL1 de f en a, 'application f est différentiable en a et de plus la différentielle
de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL, i.e.

df(a) =0gEF) -

Q.E.D.
5.2 Différentiabilité et différentielle d’une restriction d’application linéaire

PROPOSITION 20.20 (Différentiabilité et différentielle d’une restriction d’application linéaire) — Soient
o E unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ng (elles sont toutes équivalentes);

o F unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme N (elles sont toutes équivalentes);

Q une partie ouverte de E ;

f: E— F uneapplication linéaire dont la restriction a ) est notée fq ;
* aunpointde();

Alors l'application fq est différentiable en a et

dfial@=f.
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Démonstration — Soit r, > 0 tel que Bg(a, ry) < Q. Alors pour tout h € Bg(0g, ry)

fiala+h)=fla+h)=f(a)+ f(h) = fia(@+ f(h) + O
—— —

linéaire en h o (Ng(h)
h—-OE

Comme nous avons obtenu un DL1 de f en a, 'application f est différentiable en a et de plus la différentielle
de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL1, i.e.

df(@)=71.

Q.E.D.
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6 Différentiabilité et différentielle de fonctions d’un ouvert de R” dans
[Rm

6.1 Différentiabilité et différentielle de fonctions d’un ouvert de R dans R

PROPOSITION 20.21 (Différentiabilité et différentielle de fonctions d'un ouvert de R dans R™) — Soient
e m =1 un nombre entier;
o Q une partie ouverte deR;
e f:Q— R™ une fonction;
* aunpointde();
1. La fonction f est différentiable en a si et seulement si la fonction f est dérivable en a.
2. Sila fonction f est différentiable en a, alors

* ladifférentiellede f ena: df (a) € £ [R,R™);
fla+h) - f(a) c
h

s'expriment mutuellement l'une en fonction de l'autre comme suit

VheR, df(a)-h=h.f'(a) et f'(a)=df(a)-1.

Rm

e ladérivéede fena: f'(a):= }liII(l)

Démonstration —

e Supposons 'application f différentiable en a. Il existe r, > 0 tel que la —r,, a + ralc Q et pour tout

hel—rgral
fla+h)=fla)+df(a)-h+ o (h)=f(a)+h.df(a)-1+ o (|h])
h—0g h—0g
Ainsi (1
o)
f(a+h)—f(a):df(a).1+h—»ow
h h
—_——
———Opm
h—*O[R
et h
flath-j@ df(a) 1.

h h—0p
La fonction f est donc dérivable en a et f'(a) = df(a)-1.

e Supposons l'application f dérivable en a. Alors f admet un DL1 en a au sens des fonctions de la va-
riable réelle
fla+h)=f@+ h.f'ta + o (Al
— h—0p
linéaire en h
d’apres la Proposition 17.6 du chapitre 17 « Fonctions a valeurs dans un espace vectoriel normé de di-
mension finie ».
Comme nous avons obtenu un DL1 de f en a, 'application f est différentiable en a et de plus la diffé-
rentielle de f en a est donnée par la composante linéaire de ce DL, i.e.

R — R

Y@\ y o nfia.
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Q.E.D.
EXEMPLE 20.22 — On considere la fonction inverse
R* — R
1
fl, o1
x
1
et un point a deR*. La fonction f est dérivable en a et f'(a) = — — . D'apres la Proposition 20.21, l'application
a

f estdifférentiable en a et sa différentielle est donnée par

R —

aft@ |, _

R
h
; .

6.2 Différentielle dune fonction différentiable définie sur ouvert de R” via ses dérivées
partielles

PROPOSITION 20.23 (Expression de la différentielle d’'une fonction différentiable via ses dérivées partielles)
— Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

o B, =(el,...,ey) la base canonique de R" ;

e Q une partie ouverte deR" ;

* aunpointde();

e f:Q— R"™ une application supposée différentiable en a.

1. Les dérivées partielles

of of
a—xl(a) =D, fl@eR™ , ... , axn(a) :=D,, f(a) e R™
existent toutes.
n
2. Pour touth = Z hi.e;eR", ot hy,...,h, €R
i=1
n 0
df(@-h=)_ hi.—f(a) eR™.
i=1 Xi

La connaissance des dérivées partielles de f en a suffit donc a connaitre la différentielle de f en a.

Démonstration —

1. Lassertion est conséquence de la Proposition 20.14.
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n
2. Soith = Z h;.e;eR" ou hy,...,h, €R.
i=1

df(a)-h = df(a)-(Zhi.ei)
i=1

n
= ) hi.df(@-e; [linéaritéde df(a)]
i=1

n
= ) hiDe,f(a) [Proposition 20.14.]
i=1

= l-zzlh"d_xi(a)

Q.E.D.

6.3 Matrice Jacobienne

PROPOSITION 20.24 (Matrice Jacobienne) — Soient

e n=1etm=1 des nombres entiers;

o B,=(ey,...,ey) labase canonique deR" ;

o B =(e),...,ey) labase canonique deR™ ;
o Q une partie ouverte deR" ;

e aunpointde();

e 1 Q—-R"; (x1,...,x0) — (fi(x1,..., Xn), ..., fm(x1,..., X)) uneapplication supposée différentiable en a.

1. Pour touti € [1,m], la i-eme application coordonnée de f

f Q - R
! (xl,---,xn) = fi(xl;---,xn)

est différentiable en a.

2. Pourtouti € [1,m], la i-eme application coordonnée de f
P Qa - R
! (XI,...,xn) = fi(xl»---»xn)

admet des dérivées en a dans toutes les directions, en particulier ses dérivées partielles en a existent.

3. La matrice de l'application df (a) € £ (R",R™) dans les bases B,, et B, est donnée par

of, . ofi,  of

31, (a) P (@) ... ox, (a)

0 0 0

Oy gy . 2y, , _
Matg, s, (df (@) = | 0x1 0x2 0xp [ matrice Jacobienne de f en a

Ofmigy Omegy .. Umey

6x1 6x2

0xy,
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Démonstration —

e On munit R"” et R des normes N, et N,,, définies par

n . m .
Y (x1,...,X0) €R”, Np(x1,...,x,) := max |x;| et V(x1,...,xm) ERT, Ny (x1,..., Xm) .—113'c<1x |x;] .
=iI=m

1<isn

e Pour tout h € R", le vecteur df(a)-h € R se décompose d'une unique maniere dans la base %,,. 1l
existe un unique m-uplet de réels (L, (h),..., L,,(h)) tels que

m
df(a)-h=)_Li(h).e}.
i=1
Pour tout i € [1, m], on définit 'application L; par

R" — R

Ll w = L

i.e. 'application L; associe a un vecteur  de R" la i-eme coordonnée du vecteur df(a)- h de R™ dans
la base %,,.

e Démontrons que les applications L1,..., L,, sont linéaires. Soient hy, hy € R" et 11,1, € R.

df(a)- (A1.h + Aa.hp)  [par définition des applications Ly, ..., Ly, ]

m
Z L;(A1.hy + Ag.hz).eé
i=1

= Mdf(@-h+Adf(a)-hy [df(a) estlinéaire|

m m
= M.)_ Li(h).e;+22.) Li(hy).€; [par définition des applications Ly, ..., Ly,]
i=1 i=1

= ) (Mi.Li(h) + A2.Li(hy)) €]
i=1

Par unicité des coordonnées d'un vecteur de R dans la base %,,, il vient

Vie [[l,m]], Li(/ll.hl +/12.h2) = Al.Li(hl) +/12.Ll‘(h2) .

e Soit r, >0 tel que Bg(a,r,) < Q. Comme f est différentiable en a, pour tout h € Bg(0g, r,)

fla+h)=fla)+ df(a)-h+ .9 (Nn(h)

i.e.
%) N, fla+h)—f(a)—df(a)-h O .
Ny (h) h—0pn
Comme -
fla+h) = (fila+h),...,fmla+h)=)_ fila+h).e;
i=1
m
fla = (fila),..., fu@) =) fila).e
i=1
m
df(a)-h = ) Li(h).€}
i=1
ona
fla+h)— fla)—df(a)-h _ i fila+h) - fi(a)— L;(h) o
Ny (h) = Ny(h) '
et donc

fla+h) - f(a)— df(a)-h) B
Nn(h) _lsism

ax fila+ h)— fi(a)— L;(h)

N
Ny (h)
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e Soit k € [[1, m]. De

max
1<i<m

0< fila+h) = fr(a)— Li(h) ‘ -
N, (h)

f,-(a+h)—f,~(a)—L,~(h)‘_N (f(a+h)—f(a)— df(a)-h
Ny (h) o Ny(h)

(%) et du Théoreme d’encadrement, on déduit

Jela+h) - fi(a) — Li(h)
Np(h) h—0gn

OR

ie.
fila+h) = fi(@+ Lig(h) + o (Ny(h).
——

h band OIR"
linéaire en h

Comme nous avons obtenu un DL1 de fi en a, I'application fj est différentiable en a et de plus la
différentielle de fi en a est 'application linéaire Ly, i.e.

dfi(a)=Ly.
e D’apres ce qui précede, pour tout h € R"
m m
(xx)  df(@-h=) Li(h).e;=) (dfi(a)-h).é€;
i=1 i=1

» La premiere assertion est démontrée. La seconde résulte de la Proposition 20.14. Reste a calculer la
matrice Matg, 4, (df(a)). Il s'agit donc de calculer, pour tout j € [1, n], les coordonnées du vecteur
df(a)-e; dans la base %,, de R™, celles-ci formantla j-iéme colonne de Matg, ,,(df (a)).

« Soit j € [1,n].

df(a)-e;

Y (dfi(a)-ej).e; [dapres (x%)]
i=1

m
= ZDejfi(a).e; [Proposition 20.14]
i=1

m o5f
= ) fl.(a).e; [Définition des dérivées partielles]

i=10X;

0fi
E(G)
OF o)

Donc la j-iéme colonne de Matg, 2 (df(a)) est [ 0X;

a(a)

Q.E.D.
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