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Un corrigé du DL2 - calcul différentiel

Enoncé.
On munit R? de sa norme eucidienne, définie par

Vi eR? ] =/x2+y2.

Soit la fonction f de R? dans R? définie par, pour tout (x, y) € R?
f(x,y) = (sin(x +2y),cos(2x + y))

1. Démontrer que la fonction f est différentiable en tout vecteur (x, y) € R? et écrire sa matrice Jacobienne
en (x,y).

2. Démontrer que pour tout (x, y) € R?, Iapplication df(x, y) est 3-lipschitzienne.

Corrigé.

1. ¢ Introduction des fonctions coordonnées.
Si on pose

fi: B2 = R; (x,¥) — sin(x +2y) et  fo: R°—R; (x,7)— cos(2x+y)

alors pour tout (x, y) € R?, f(x,y) = (fi(x, ), fo(x, y)).

P 0
¢ Etude de la dérivée partielle j

Soit y € R fixé. L'application
A6y x— filx,y) =sin(x+2y)

est la composée d'une fonction affine par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f; par
rapport a x existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

of

ox . R? —R; (x,y) — cos(x+2y)

qui est continue sur R?.

P 0
o Etude de la dérivée partielle a—fl

Soit x € R fixé. L'application
filx,): y— filx,y) =sin(x+2y)

est la composée d'une fonction affine par sin, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f; par
rapport a y existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

o

dy ' R? - R; (x,y)— 2cos(x+2y)

qui est continue sur R?.
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o Ftude dela dérivée partielle %
Soit y € R fixé. L'application
fol, 1) x— folx,y) =cosx+y)
est la composée d'une fonction affine par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par
rapport a x existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

0
6_]::: R? - R; (x,y) — —2sin(2x + y)

qui est continue sur R?.

o Etude dela dérivée partielle %
y
Soit x € R fixé. L'application
fo2(x,:): y— fa(x,y) = cos2x + y)

est la composée d'une fonction affine par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par
rapport a y existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par

0
6_]3: R? - R; (x,y) — —sin(2x + y)

qui est continue sur R?.

o D’apreésle critere €, la fonction f est de classe €' sur R?, donc différentiable sur R? et pour tout
(x,y) € R?
cos(x+2y) 2cos(x+2y)

-2sin(2x+y) -sin(2x+y)

ol % désigne la base canonique de R? et donc pour tout (hy, hy) € R2
df(x,y) - (hy, ha) = (cos(x+2y) hy + 2cos(x+2y) hy, —=2sin(2x+ y) hy — sin(x+ y) hy) .
2. Soit (x, ) € R%. On veut montrer que df(x,y) est 3-lipschitzienne.
Comme l'application df(x, y) est linéaire, il suffit de prouver que pour tout (hy, hy) € R?
| df (e, y) - (1, h2) | <3 11(hy, B)

i.e. que )
| dfx, ) - (ha, )| <9 110, h2) 11
Soit (h1, hy) € R?. D’apres la question 1

1dfx, - (h, h)||> = | (cos(x+2y) by + 2cos(x+2y) by, —2sin2x + y) by — sin2x + y) hy)||°

(cos(x+2y) hy + 2cos(x+2y) hz)z +(—2sin2x+ y) hy — sin(2x+y) hz)z

cos?(x +2y) (hy +2h)? +sin®(2x + y) (2hy + hy)?

IA

(h1+2h5)? + (21 + hp)?  [cos?(x+2y) <letsin?(2x+y) <1]

5h?+8hyhy+5h;
1
Puisque (h; — h2)? =0, hy hy < > (h% + h3) et donc

| df(x,3)-(hy, )| <5h+4(h2 + h3) +5h2 =9(h2+ h2) =9 || (hy, o) 12 .

Le résultat est donc démontré.
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