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Prérequis
» Espaces vectoriels normés.
» Fonctions d’une variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie.
» Dérivées directionnelles, en particulier dérivées partielles.
» Définitions et premieres propriétés des applications différentiables.
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On énonce, démontre et commente le critére 6! qui a rdle fondamental dans le calcul différentiel
en plusieurs variables. Un des objectifs est de mettre en lumiere le role clé joué par I'hypothese de

continuité des dérivées partielles.
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1 Critere €' pour d’'une fonction de plusieurs variables

M x> THEOREME 1.
@ Critére ¢! pour d’'une fonction de plusieurs variables.
CONTEXTE. On considere
e n=1et m=1deuxnombres entiers;
e Qun ouvertde R";
o une fonction f: Q — R™; (x1,...,Xz) — (fi(X1, .-, Xn) , oevs frn(X1,.e0s X0)).

La fonction f est de classe €' sur Q si et seulement si

(P1) pour tout (i, j) € [1,n] x [1,m], la fonction f; admet une dérivée partielle suivant la
variable x; en tout point de Q;

(P2) pour tout (i, j) € [1, n] x [1, m], la fonction

Q — R
0% o

0x; a — —I(a)
X

est continue sur Q.

2 Démonstration du sens direct du critére €'

&) DEMONSTRATION.
== Sens direct du Théoreme 1.

Nous notons %,, = (ey, ..., e,) labase canonique de R”. Nous munissons R” de la norme N,, définie
par
n
V(X1,...,xn)€R ’ Nn(xl;---;xn): max |xi|-
1 <i<n

Nous supposons que la fonction f est de classe €' sur Q et fixons un entier j € [1, m].
e Nous introduisons I'application
. R™ -~ R
y (yl;---)ym) — _V]

qui est linéaire. Comme les R-espaces vectoriels R” et R sont de dimension finie, I'applica-
tion 7 ; est continue.
» Nous observons que pour tout (xi,...,x;) € R”

ﬂj(f(Xl,...,xn)):ﬂj (fl(xl;---»xn);---»fm(xly---;xn)):fj(xly---»xn)
etdonc fj=mjo f.
« Soit a € Q. Comme Q est ouvert dans R”, il existe r, > 0 tel que B(a,r;) < Q.

Lafonction f étant différentiable en a, on dispose d'un DL1 de f en a, i.e. pour h € B(Og~, 74)

flath=f@+df@ h+ o (Nyh).

En appliquant 'application 7 ;, qui est linéaire, a chacun des membres de ce DL1, il vient

—

ni(fla+ W) =n;j(f(@)+n;(df(@-h)+n; (h %Rn(Nn(h)))




qui se réécrit
fj(a+h):fj(a)+nj(df(a)-h)+nj( 0 (Nn(h))).
— h—»ORn

linéaire en h

Comme I'application 7 est linéaire et continue

JT]'( 0 (Nn(h))) o (N,(h)
h—>0Rn _ . h—’O[RVl
Np(h) - ’(

Ny(h) ) h—0gn 7 Or) =0

Donc
fila+h) = fil@+nj(df(@-h)+ o (Ny(h).
—— h—>0Rn

linéaire en h

Nous en déduisons que la fonction f; est différentiable en a et que pour tout i € R"
dfj(@-h=mnj(df(a)-h).

Soit a € Q. D’apres la Proposition 20.14, comme f; est différentiable en a, elle admet des
dérivées en a suivant tout vecteur v non nul de R” et

D,fi(a)=dfjla)-v=rm; (df(a) . v) .
En particulier, la fonction f; admet des dérivées partielles suivant les variables x;, ..., x, en

aet of
5@ =D, fjl@=n;(df (@ e;).
Xi

Soit i € [1, n]. Lapplication ev,, définie par

Viel[l,nl,

'ff(IR{”,IRm) - R™
eve, »

—  u(e;)
est linéaire. Comme les R-espaces vectoriels £ (R",R"") et R sont de dimension finie, I'ap-
of;
plication ev,, est continue. D’apres le point précédent I'application 6_f] est bien définie et
x.

1
est donnée par

o |a~ R
ox; | a — mj(df(a)-e;).
ofj : . .
Donc Fr Tjoeve o df estcontinue, comme composée d’applications continues. QED
l




3 Lhypothése de continuité (P2) du critére €' est essentielle

@ REMARQUE 2.
Lhypothese de continuité des dérivées partielles (P2) est essentielle dans le Théoreme 1.
CONTEXTE. On considere
e n=1et m=1deux nombres entiers;
e Q un ouvert de R";
o une fonction f: Q — R™; (x1,...,%n) = (fi(X1, .., Xn) o ovs frnn(X1,- 0, X0)).
ENONCE.
Sila fonction f vérifie uniquement la condition
(P1) pour tout (i, j) € [1,n] x [1,m], la fonction f; admet une dérivée partielle suivant la va-
riable x; en tout point de Q
alors la fonction f n’est pas nécessairement différentiable sur Q. Cf. Lemme 3 ci-apres.

LEMME 3.
@ Une fonction possédant des dérivées partielles en (0,0), mais non différentiable en (0, 0).
CONTEXTE. On considere
o2y .
o 'application g: R> — R; (x,y) — { X+ y? s (%, y) 7 (0,0)
0 sinon.
CONCLUSION.
(C) Lapplication g admet des dérivées en (0,0) suivant tout vecteur non nul v de R? (donc a
fortiorides dérivées partielles en (0,0)), mais n’est pas continue en (0,0) (donc a fortiorinon
différentiable en (0,0)).

GRAPHE DE LA FONCTION g DU LEMME 3 [Geogebra3D]
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@ DEMONSTRATION.
== Lemme 3.
« Soit v = (v, v2) € R2\ {(0,0)}. Pour tout ¢ € R*

tviv, 08 vy £0
—F— ——0s1vp
gltv, tvp) —g(0,0) Pvivy | v+ -0

T 12(42,,4 2y
t t(tv1+v2)

OWOSiUZ:O(etvl;éO).

Donc I'application g est dérivable en (0, 0) suivant v et D,,g(0,0) = 0.
e On observe

1 1 _1 1 0= (0.0
g;,ﬁ _En—>+ooE;é =g(0,0).

Lapplication g n’est donc pas continue en (0, 0). QED

4 Dérivée partielle comme dérivée d’'une fonction d'une variable réelle
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Dérivée partielle comme dérivée d'une fonction d’'une variable réelle.

CONTEXTE. On considere

e n=1etm=1deuxnombres entiers;

o 9B, =(ey,...,e,) labase canonique de R";
e Qun ouvertde R";

 une fonction f: Q — R"™;

e [ un nombre entier dans [1, n] ;

e aun ouvert de Q.

0
La dérivée partielle an (a) existe si
i

f admet une dérivée en a = (ay, ..., a;-1, a;, ai+1,-.., ay) suivant le vecteur e;

fla+te) - f(a)

t t—0g

— Il eR™, ¢

f(al)---)ai—l)ai + t)ai+l!---yan) _f(al;---;ai—l)airai+l)---’an)
t 1—0g

— 3JleR™ ¢

<=: lafonction f(ay,...,ai-1,* ajs1,-..,an): Xi— f(ay,..., ai-1,x;, Qi+1,...,an)
d’une variable réelle est dérivable en a;.

. 0f .
Si —(a) existe, alors on pose
axi

0
—f(a) = lim
0x; 1—0p

fla+te;) - f(a)
t

!
::f(aly---)ai—l!.!ai+l)~--)an) (ai) .



-,@1 * EXEMPLE 5.

<~ Dérivée partielle d'une fonction de deux variables a valeurs réelles.
CONTEXTE. On considere

o 9B, = (e1,e,) labase canonique de R?;

o lafonction f: R?> — R; (x1,X2) — c0OS(X1X2);

e un point a € R?.

On s'intéresse a la dérivée partielle de f en a = (a;, a) par rapport a x;.
On observe

fla+te) - f(a) flay +t,a2) = f(ar, an)
t t

cos((ay + t)ay) — cos(aj ay)
t

cos(ayay + tay) —cos(aj ay)
t

cos(aj; ay) cos(tay) —sin(a; ay) sin(tay) — cos(a; ay)
t

120 % (cos(ayaz) (1+ o(1)) —sin(ay az) (tay + o(t)) — cos(a az))
—UR

. :0 cos(ajay) o(1) — ay sin(ay a) — sin(ay ax) o(1)
—UR

—— —apsin(a;ay) .
t—0Rr

0
Donc|la fonction f est dérivable en a par rapport a x; et a—f(a) = —aysin(ajay).
X1

La fonction
R — R
x1 — flx,a2)

est dérivable (composée d'une fonction affine par cos) et une dérivée donnée par

f(.) a2)

VX1 €R, f(o,a2) (x1) = —azsin(x;ay) .

En particulier, | la fonction f (e, a,) est dérivable en a; et f (e, ay)'(a1) = —ay sin(a; a).

Les résultats des deux points précédents sont en accord avec le Rappel 4 et on observe que
la deuxieme voie parait plus efficace que la premiere.



5 Continuité des dérivées partielles et expression intégrale

g%\y/ LEMME 6.

@Nﬁ Accroissement en une variable pour une fonction a dérivée partielle continue.
CONTEXTE. On considere

e n=1et m=1deux nombres entiers;

e lanorme N;: R" =R, ; (x1,...,X,) — max |x;| sur R";

1<isn

e QunouvertdeR";

 une fonction f: Q — R"™;

e [ un nombre entier dans [1, n] ;

e a=(ay,...,aj-1,a;,aj1,...,a) un point de Q;
e ro>0telque B(a,rg) cQ.

HYPOTHESE(S). On suppose

(H1) lafonction f admet une dérivée partielle suivant la variable x; en tout point de Q;
(H2) lafonction
Q —- R™
0

0x; X = a_xl(x)

est continue sur Q.

Pour tout h; € R tel que |h;| <1,

f(al)---)ai—l’di + hi’ai+l;---)an) _f(al;---;ai—l) 6li,6li+1,...,dn)

ai+h,- af
f —(ay,...,qQi-1, %, Ai+1,...,an) dx; .
a 0x;

i

&=t DEMONSTRATION.
== Lemme 6.

e Pourtout t € [a,a+ h;] ou [a+ h;,al
Ny ((ay,...,ai-1,1,Gj41,..., an) — (a1,..., 01, Qj, Aj11,...,0)) = L] < |hi| <Tq

etdonc (ay,...,ai_1,1,Gi+1,...,a,) € B(a,rg) c Q.
o Lafonction

la,a+ h;loula+ hj,al — R™

flay,...,ai-1,% ais1, ..., ap)
’ ’ » ’ ’ Xi — f(al)'-')ai—lyxi)ai+lr'-')an)

est donc bien définie.
« D’apres le Rappel 4 et les hypotheses (H1) et (H2), elle est de classe €¢'surla,a+h;]loula+
h;, a] et de plus, pour tout x; € [a,a+ h;] ou [a+ h;, al

' f
flay,...,ai-1,°, ais1,...,a,) (x;) = E(ab...,ai-1,xi,ai+1,...,an).
l




o D’apres le Théoréme fondamental de I’analyse

ai+h; of a;+h; ,
f a(m,...,ai-l,xi,ai+1,...,an)dxi = f flar,...,ai-1,°,ais1,...,a,) (x;) dx;
a i a;

i
= f(ay,...,ai-1,a;+hi,ajs1,...,a,)

f(alv---’ai—l) ai}ai+lr---;an) .

QED

@@ LEMME 7.

Al
M Accroissement en deux variables pour une fonction a dérivées partielles continues.

CONTEXTE. On considere

e lanorme Ny: R? — R, ; (x1, X2) — max(|x; ], |x2]) sur R?;
e Qun ouvert de R?;

» une fonction f: Q — R;

e a=(ay,az) un point de Q;

e ry>0telque B(a,rg) c Q.

HYPOTHESE(S). On suppose

(H1) lafonction f admet une dérivée partielle suivant les variables x; et x, en tout point de Q;
(H2) pour tout i € [1,2], la fonction

0x; X — (3_x, (x)

est continue sur Q.

Pour tout (hy, hy) € R? tel que No(hy, hy) <rg

a+h af ax+hy af
f(dl+h1,d2+h2)—f(d1,dz)=f ——(x1, ap) dx1+f —— (a1 + Iy, x2) dxz
a axl ar axz

DEMONSTRATION.
Lemme 7.

» On considere le cas ou h; = 0 et hy = 0, pour éviter d’avoir a distinguer plusieurs types de
segments.
e Comme N, (hq, hy) < g, il vient

lhl<r, et |hl<r,.

o Pour évaluer 'accroissement de f entre les points (a; + hy, az + hy) et (ay, az), on introduit
un point intermédiaire, le point (a; + hy, az).
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e On écrit donc
flar+hy, a2+ hy) - flar,a2) = flar+hy,ax+hy)— flar+ hy,a) + flar + hy, ap) — far, az)
D’apreés le Lemme 6
ll2+h2 f
f(d1+h1,6lz+h2)—f(611+h1,612)=f —— (a1 + hy, x2) dx
ap axz
ar+hy
f(d1+h1,ﬂ2)—f(d1,6l2)=f ——(x1,a2) dx;
ay axl

Ainsi

a+hy ax+hy 6
f(a1+h1,a2+h2)—f(a1,a2):f —(x1,a2) dx1+f —— (a1 + h1,x2) dx;
a axl ar axz

QED




6 Démonstration du sens réciproque du critére ¢! dans un cas par-
ticulier

Nous allons démontré le sens réciproque du critére 6!, dans le cas d'une fonction de deux variables a
valeurs réelles. Le résultat convoité est précisément énoncé dans la Proposition 8 ci-dessous.

‘é%@’ PROPOSITION 8.

Y Sens réciproque du critere €' dans un cas particulier.
CONTEXTE. On considere

e Qun ouvert de R?;
e une fonction f: Q — R;

HYPOTHESE(S). On suppose

(H1) lafonction f admet une dérivée partielle suivant les variables x; et x, en tout point de Q;
(H2) pour touti € [1,2], la fonction

0x; X — a—xl (x)

est continue sur Q.

La fonction f est différentiable sur Q.
Pour tout a € Q, pour tout (h;, h) € R?

Y of
df(a)-(hy, hp) = hy o (a)+ hy %) (a).

@4@ DEMONSTRATION.
== Proposition 8.

Considérons la norme N, : R? — R, ; (x1, X2) — max(|x;],|x,]) sur R? et fixons a = (a;, ay) € Q.
Nous supposerons toujours dans la suite, pour alléger quelque peu la démonstration sans la dé-
naturer pour autant, que tous les h; et /i, qui apparaissent ci-dessous sont des réels strictement
positifs.
« Comme Q est un ouvert de R?, il existe r, > 0 tel que B(a, r,) < Q. Soit (hy, hy) € B((0,0), ).
Comme N5 (hy, hy) < rg, il vient

[l <r, et |hal<rg

etdonc (a; + hy, az + hy) € B(a, ry) < Q. Lassertion a démontrer équivaut a

0 0
f(cll+h1,dz+h2)—f(dl,6l2)—hl—f(d)—hz—f(d)= 0 (N2 (hy, hy))
0x; 0x2  (m,h2)—(0,0)

N

=:(p(hl’h2)

ou (hy, hy) € B((0,0),74).
* Soit (hy, hy) € B((0,0), ;). D’apres le Lemme 7

a +hy 6 ax+hy a a a
@(hy, hy) =f —f(xl,dz) dx1+f —f(a1+h1,x2) dxz—hl—f(dl,az)—hz—f(dl,az)-
ap 6x1 as axz axl 6x2

10



Comme

a a +hy a ax+hy
hl—f(al,az):f ——(ai,ax)dx; et hz—f(al,az):f ——(ay, az) dx,
a a

0x1 . 0x 0x2 ,  O0x
N——— —
constante constante
il vient
a+thi (g 0 a+hy (5 0
@ (hy, hy) =f (—f(x1,az)——f(a1,az)) dx1+f (—f(a1+h1,xz)——f(a1,az)) dx,
a axl Oxl a axg Oxg
et donc
a+h 0 0 ax+hy 0 0
|<P(h1,h2)|5f —f(xl,az)——f(dl,dz) dx1+f —f(611+h1,x2)——f(al,612) dx; .
a 0x1 6x1 a 0)62 axg

Soit € > 0. Par continuité des dérivées partielles de f en a = (a, ay), cf. (H2), il existe 0 <
Pa1<Tgaet0<pguo<r,

6)62 a.X,'2

Y (x1,Xx2) € B(a ) ‘ﬁ(x x)—ﬂ(a a)<£
1) A2 ;Pa,l » axl 1) A2 axl 1, U2 —2
of of €

V(x1,x2) € B(a,pap), |m=—(1,x2)———(@,a)|=<=.

Dongc, si on pose p, := min (pa,l, pa,z), d’apres la derniére inégalité du point précédent, on
déduit que pour tout pour tout (hy, hy) € B(a, pa)

a1+h1 £ a2+h2 £ € £ £ €
|(P(h1,h2)|Sf de1+[ dez=h1§+h25SNz(h1,h2)5+Nz(h1,h2)§=N2(h1,hz)£-
a.

a 2

Nous avons donc démontré

(p(hl! hZ)
YVe>0, Jp,>0, V(h,h)eBlap)c, |[———|<
Pa 1,12 Pa No(h )
ce qui est la signification formelle de I'assertion ¢(hy, hy) = - ()) o 0)(N2(h1, hy)).
1,712)— U,

QED
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7 Un outil puissant pour établir la différentiabilité et calculer des
différentielles

Le critere €' discuté dans ce texte et la Proposition 20.24 du Chapitre 20 « Calcul différentiel » en-
trainent la Proposition 9 suivante, qui est un outil fort pratique pour le calcul différentiel des fonctions

de plusieurs variables.

‘&% PROPOSITION 9.
S Etude pratique des propriétés différentielles des fonctions de plusieurs variables.

CONTEXTE. On considere
e n=1etm=1deux nombres entiers;
e Qun ouvert de R";
o une fonction f: Q — R™; (x1,...,Xz) — (fi(X1, .., Xn), oovs fn (X1, o0) X0)).

HYPOTHESE(S). On suppose
(H1) pour tout (i, j) € [1,n] x [1, m], la fonction f; admet une dérivée partielle suivant la va-

riable x; en tout point de Q;
(H2) pour tout (i, j) € [1, n] x [1, m], la fonction

ofi | T of
0x; a — —](a)
axi

est continue sur Q.

La fonction f est de classe €' sur Q.
Pour tout a € Q, la matrice de I'application df(a) € Z(R",R™) dans les bases canoniques

B, de R" et B, de R est

of  oh 0
o1, (a) 3% (@) ... ox, (a)
0 0 0
ﬁ(a) ﬁ(d) L (a) . .

Matg, %, (df (@) =| 0x1 0xp 0Xp (matrice Jacobienne de f en a).
Ofnm  Umyy
o1 (a) 3% (a) ... 3%, (a)
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